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AVANT-PROPOS

La programmation quadratique a pour but la recherche du maximum d’une
fonction quadratique sous des coniraintes d’inégalités lindaires. Dans cet
ouvrage sont discutés un certain nombre d’algorithmes. La méthode combina-
toire de Theil et Van de Panne, et Ia méthode de la capacité de Houthakker,
sont, par exemple, assez longuement discutées, ef, pour celle de Theil et Van de
Panne, on étudie la dégénérescence. On a éliminé la trop grande dépense de
calcu!l dans la méthede de la capacité de Houthakker, tandis qu'un certain
nombre de malentendus possibles, 3 propos de son application, sont clarifiés.
Les aspects méthodologigues des méthodes de capacité sont trés généralement
exposés. Un certain nombre d’algorithmes qui permettent de résoudre un
probléme de programmation quadratique en utilisant le tablean du simplexe
sont également exposés. Ces derniers reposent en grande partie sur les travaux
de Dantzig, Wolfe et Van de Panne, Pour des problémes pratiques, qu’ils soient
de faible ou de grande dimension, de telles méthodes sont d’un grand intérét
du fait de leur simplicité.

Dans toutes les discussions, on met tout particulierement "accent sur des
anomalies, telles que les contraintes triviales — on appelle ainsi une contrainte
qui n'intervient pas pour limiter la région réalisable — et la dépendance —
qui se produit chaque fois gu'a un certain stade des calculs, le nombre des
variables non nulles est inférieur au nombre d’équations. Bien qu’en program-
mation linfaire, on puisse identifier la dépendance et la dégénérescence, en
programmation gquadratique, ces deux concepts doivent étre distingués, 8’il y a
dépendance, une variable de Lagrange associée 4 une inégalité («plus petite
ou égale a») peut trés bien E£tre nulle au point solution, On discutera assez
longuement, en divers endroits de cet ouvrage, la dégénérescence, qui est
aussi une anomalie.

La théorie est appliquée aun probléme de 'utilisation des surplus de lait aux
Pays-Bas. On "applique aussi — comme I’a fait Houthakker — pour montrer
que les courbes d Engel sont des lignes brisées, chaque fois que 'on $’apergoit
explicifement qu’on ne peut pas acheter de quantités négatives de biens et que
la fonction d’utilité est quadratique. On trouve mentionnée & plusieurs reprises
une autre application — le probléme du choix d’un portefeville posé par
Markowitz —, mais on ne 1"a pas traitée de fagon détaillée.

On peut lire cet ouvrage si 'on a des connaissances en algébre matricielle
du niveau de propédeutique. Les théordmes moins connus, qui y sont utilisés,
sont démonirés dans un chapitre de préliminaires mathématiques. Je dois
beaucoup aux éditeurs de Management Science, The Journal of Farm Economics,
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Econometricq et Operations Research qui m’ont autorisé 3 utiliser des résuitats
parus dans leur revue.

Je désire exprimer ma reconnaissance aux Professeurs Benders et Houthakker,
4 M. Beale ¢t & M. Van de Pannc pour leurs conseils et leurs remarques. Mais,
Jadresse avant tout mes remerciements les plus sincéres au Professeur Theil
qui a bien voulu me faire part de ses suggestions ¢t me prodiguer ses
encouragements.

M M.H. J. Th. Close, M™ P. Fransen et M"® C.A. Berger, qui ont
travaillé a la dactylographie du manuscrit, savent bien combien je les apprécie,
elles et leur travail.

J.C.G. Boor
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BIBLIOTHEQUE DU CERIST

CHAPITRE PREMIER
INTRODUCTION

1.1. QUELQUES EXEMPLES DE PROBLEMES
DE PROGRAMMATION QUADRATIQUE

1.1.1. La programmation quadratique consiste & rechercher le maximum
d’une fonction quadratique soumise 3 des contraintes d'inégalité linéaires,
On rencontre des problémes de ce type dans des circonstances diverses. Par
exemple, supposons qu’un «agent économique» ait 10000 F 4 placer sur un
marché financier. Comme tout investisseur, cet agent va se demander quel
portefeuille — ¢’est-a-dire, quelle combinaison de titres — il doit acheter, Cela
dépend, tout d’abord, de ce qu’il pense des rendements futurs des divers titres,
On suppose qu’il se représente les niveaux futurs des titres em fermes
probabilistes. Plus précisément, on suppose qu’il considére que le rendement
d’un investissement dans le #-iéme titre est distribuéd suivant une loi normale
d’espérance y; et de variance a;;

La variance est une mesure du risque que le rendement réalisé différe du
rendement espéré. Un titre dont le rendement a une variance élevée est risqué.
Si on investit dans deux titres { et j, la covariance ¢;; de leurs rendements est
une mesure de la corrélation entre les rendements des titres 7 et j. Si la
covariance est positive, cela implique que les rendements des deux titres varient
habituellement dans le méme sens, ¢e qui accroit le risque de grandes fluctua-
tions des rendements dans le temps, car si un gain sur le titre { est habituellement
accompagné d’un gain sur le titre j, il en est de méme pour les pertes. Pour
diminuer les risques, on aimerait pouvoir compenser les pertes sur i par des
gains sur j.

On suppose alors que P'agent considéré a réussi a4 définir les valeurs des
quantités p,, ¢ et ¢,; On peut les déterminer, ou en trouver des valeurs
approchées, en analysant des séries chronologiques, mais on peut aussi les
obtenir (de fagon «bayesiemne») & partir de convictions z priori et des
connaissances personneiles que semble avoir tout investisseur. Méme si deux
personnes retiennent les mémes valeurs pour u;, oy, et ¢;; pour tous les titres
considérés, elles ne retiendront pas nécessairement le méme portefeuille. Car,
en second lieu, ce qu'elles vont acheter va dépendre de leur attitude A I'égard
du risque. Il ¥ ¢n a qui recherchent un flux de revenus stable, et d’autres qui
ne répugnent pas le meins du monde A prendre des risques.

Baat. — Pregrammation guadratique 2
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Quel que soit le caractére de la personne qui investit, on suppose toutefois que:

(i} parmi tous les choix qui conduisent 4 la méme espérance de rendement,
elle choisira le portefeuille qui a la plus petite variance, ce qui revient a dire
qu’elle n’a pas de préférence pour le risque. De plus :

(i} parmi tous les choix qui conduisent 4 la méme variance du rendement,
¢lle choisira le portefeville qui a la plus grande espérance de rendement.

Ces deux hypothéses équivalent a la proposition suivante : «on ne pread en
compte que les portefeuilles efficaces». 11 en résulte alors gqu’un portefeuille
n’est pas efficace s’1l en existe un autre qui a un rendement plus élevé ¢t la
méme variance, ou le méme rendement et une variance plus faible.

On se demande alors comment déterminer la valeur n,, proportion du total
investi (10 000 F) investie dans le i-idme titre. Etant donné que la personne
qui investit a un certain coefficient d’aversion pour le risque p 2 0, nous
obtiendrons un portefeuille efficace en recherchant le maximum de

Z T ph—p Z Z O 77 (L.1}
sous les contraintes :
Ym,;=1; = z0 quelquesoiti (1.2)

Ces derniéres conditions signifient simplement que fes proportions doivent étre
positives ou nulles, et que leur somme doit valoir 1 aucune somme négative
ne peut Etre investie dans un titre quelconque. Le terme z 7, u; de {1.1) mesure
I'espérance de rendement du portefeuille, Uexpression y Y o,;7,7; la variance
totale. Si p = 0, ce qui signifie que la personne qui investit n’a aucune
aversion pour le risque, le probléme consiste & rechercher le maximum de
I’espérance de rendement. Si p — 20, ce qui signifie qu’elle a une trés grande
aversion pour le risque, le probléme revient & rechercher le minimum de la
variance du rendement. C’est le cas si clle recherche un revenu non aléatoire
d’un montant fixé & "avance, ce qui peut fort bien conduire 4 une espérance de
rendement trés faible.

11 est facile de voir que la recherche du maximum de {1.1) pour un p donné,
conduit bien 2 un portefeuille efficace. Quand, p étant donné, on a déterminé
les 7, de telle sorte que (1.1) so0it maximunm, il n’existe aucun portefeuille ayant
la méme variance Y Y o,;m;%; et une espérance de rendement Y x;p; plus
élevée, et aucun portefeuille ayant la méme espérance de rendement et une
variance plus faibte -— sinon, nous ne serions pas au maximum. Dans toutes
les situations considérées, (1.2) doit étre vérifige. (Pour plus de détails, voir
Markowitz ('), & qui nous devons cet exemple.)

Observons que{l.1}est une fonction guadratique des variables de décision =, ,
et que nous devons rendre cette fonction maximum sous des contraintes de

(1) Voir H. M. MarkowITz, Portfolie selection (Mew York-London, 1959),
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non-négativité, et sous une contrainte linéaire portant sur les variables n; :
Y = = L. Voila le type des problémes de programmation quadratique. Bien
que la structure de ces problémes soit définie de fagon plutdt stricte, nous en
rencontrerons dans une série assez vaste de problémes différents. Mous allons
donner trois autres exemples A titre d'illustration.

1.1.2, Soit la régression
¥ o= a+Bx,+uy, {1.3)

o0 y, est 1a f<iéme observation d’une variable endogéne, x, la t-iéme observation
d’une variable exogéne (non aléatoire), u, une erreur aléatoire et o ef § les
parameétres de la régression. La théorie des moindres carrés conduit alors 4
des estimateurs de « et fl, a et b, qui rendent minimum :

S (-a—bx)*. (1.4)

C’est une fonction quadratique de a et de b. En rendant minimum (1.4},
on peut étre conduit 4 des estimations des paramétres qui sembleni improbables,
en raison de convictions & priori, fondées sur une théorie économique, ou sur
d’autres raisons analogues. $i ces convictions sont suffisamment fortes, de telle
sorte qu’on ne ¢roira jamais 4 des estimations situées 4 ’extérieur de certaines
limites, il est raisonnable de s’imposer ces limites a priori, ce qui peut conduire
A des restrictions sur 'estimateur & de f§ du type :

bo<bh<h,. 1.5

8i nous nous imposons de telles restrictions, nous avons 4 rendre minimum
une fonction quadratique sous des contraintes d’inégalité lindaires; nous avons
donc & nouveau un probléme de programmation quadratigue (1).

La thécrie (classigue) de la consommation fournit aussi un exemple important.
Supposons que la fonction d’utilité d’un individu scit une fonction quadratique
Q des quantités x; de biens consommés. Etant donnés le revenu M et les prix
P le probléme que se pose le consommateur est de rendre maximum :

Q(x1se - -5 X0} (1.6)
sous les contraintes |
rex=M, (1
ot
x; 2 0 quel gue soit 7. (1.8)

(}) Voir A. ZeLLnNER, « Linear regression with inequality constraints on the coefficients :
An application of quadratic programming and linear decision rules». Report 6109 of
the Econometric Institute of the Netherlands School of Economics; et également, du méme
auteur, «Decision rules for ecconomic forecasting», Ecomometrica, vol. 31 {1963},
pp. 111 & 131.
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Voila encore un probléeme de programmation quadratique. Si on ne tient
pas compte des conditions d’inégalité, les courbes d'Engel auxquelles on
est conduit sont des droites. Si on tient compte correciement de ces condi-
tions (1.8), les courbes d’Engel sont des lignes brisées, comme 1'a montré
Houthakker {'). Voir aussi le chapitre 6, paragraphe 7, ci-dessous.

Enfin, un entreprencur qui désire rendre maximum son profit peut avoir 4
résoudre un probléme de programmation quadratique. Supposons, par exemple,
qu'il puisse produire n biens en quantité x; {i = 1, ..., n). Chacun de ces biens
peut &tre vendu avec un profit p;, qui décroit linéairement au fur et 2 mesure
que x; croit :

pi=a;—bx; (e, > 0, b; > 0 quel que soit i). (1.9
Son profit total est donné par la fonction quadratique
Zpi i =Zaiximzbixi2- (1.1

Si les fonctions de production ont des coeflicients techniques ¢, fixes, et s’ily a
m ressources rares (I'entrepreneur n'a a sa disposition que des quantités
limitées de travail, de capital, etc.), le probléme consiste & rendre maximum
la fonction quadratique (1.10) sous les contraintes

Y cux; £ dy, (h=1,....,m), (111
i=1

et, bien str :
x; =20, {1.12)

car on ne peut évidemment produire des quantités négatives. Voila une fois
de plus un probléme typique de programmation quadratique.

1.2. LE PROBLEME GENERAL DE LA PROGRAMMATION
QUADRATIQUE CONYEXE

1.2.1. Les éléments essentiels d’un probléme de programmation quadratique,
¢’est-d-dire ceux qui font qu’un probléme est bien un probléme de program-
mation guadratique, ne sont qu’au nombre de deux :

(i} il doit y avoir une fonction quadratigue 4 rendre maximum ou minimum,

(ii) sous des contraintes d’inégalité linéaires. I peut y avoir, en plus des
contraintes d’inégalité, des contraintes d’égalité, telles que (1.2) ou (1.7). La
plupart du temps, au moins une partie des contraintes d’inégalité sont des
conditions de non-négativité sur les variables; mais, ce n’est pas nécessairement
le cas, comme on 1'a vu pour ja régression.

) V;.;u; H. 8. HouTHAKKER : «La forme des courbes d'Engeln, Cahiers du Séminaire
& Econometrie, n° 2 (1953}, pp. 59 4 66,
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Sous forme mathématique, le probléme de la programmation guadratique
se présente généralement de la maniére suivante : déterminer les n valeurs &,
qui rendent maximum

Z“l{:i‘%zz&jf(‘fj (2.1)
sous les contraintes linéaires :
YmEi2d, (h=1L1...,m. 2.2

La fonction (2.1) s’appelle fonction-objectif. Le facteur + devant le terme
quadratique de la fonction-objectif se révélera commode pour les calculs.
Dans le cas o i} y a aussi des contraintes d’égalité, il faut les écrire séparément.
{2.2) peut inclure — ou non — les conditions de non-négativité. S’il y en a, il
vaut souvent mieux les écrire explicitement. Dans cet ouvrage, les probiémes
que nous rencontrerons auront cette structure de base trés simple.

1.2.2. En fait, méme la forme (2.1) est, d’une certaine maniére, trop générale.
En effet, nous ne rencontrerons que des problémes dans lesquels les coefficients
B;; obéiront &

Fvls

n
2]
i=1 j

quelles que soient les valeurs prises par les » varizbles £,. En fait, nous
supposerons la plupart du temps que (2.3) est une inégalité stricte pourvu que
au moins un £, ne soit pas nul. On connait ce type de problémes sous le nom de
problémes de programmation gquadratigue convexe, car la condition (2.3} est
P’expression mathématique du fait que la fonction quadratique (2.1) est convexe.
S1(2.3) n’est pas satisfaite, aucune des méthodes de résolution que nous discu-
terons ne peut conduire A coup siir aux valeurs &, qui résolvent le probléme posé.

Dans tous les exemples du paragraphe précédent, Iz fonction quadratique
était convexe. Dans (1.1), les coefficients ¢;; sont les éléments d’une matrice
des variances et covariances pour laquelle {2.3) est toujours nécessairement
satisfaite. Dans (1.4), on peut écrire la partie quadratique en 4 et b sous la forme

ka® +b* Y x? +2ab ¥ x,, (2.4)

iﬁi,«éfgc:; =0, (2.3)

si Pon désigne par k le nombre d’observations faites sur x et y. Si nous
convenons d’écrire % = (1/k) ¥, x,, nous pouvons réécrire (2.4) sous la forme
équivalente

k(a+b%* + b2 Y (x,~%), (2.5

qui n’est évidernment jamais négative, puisque les carrés, les sommes de carrés
et k sont tous positifs ou nuls. Ainsi, 12 encore, (2.3) est satisfaite.

Dans le cas de la fonction d’utilité du consommateur (1.6), 'hypothése que
(2.3) est satisfaite, revient & supposer que les courbes dlindifférence sont des
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cllipses concentriques, ou — si {2.3} est une égalité — des paraboles. De telles
courbes, pourvu que le maximum libre se trouve dans le premier quadrant
{ou dans sa généralisation 4 n dimensions), obéissent & I’hypothése économigque
habituelle de décroissance des taux marginaux de substitution entre les divers
bien x;. Enfin, la fonction quadratique (1.10) est évidemment convexe puisque,
par hypothése, les coefficients b; sont tous positifs,

1.2.3. On doit faire trés attention aux contraintes (2.2} Elles sont toutes
lindaires; si nous considérons des coniraintes d’inégalité non linéaires, nous
entrons dans le domaine de la programmation {convexe) la plus générale, et
ce n’'est plus de |2 programmation quadratique. De plus, quelques-unes au
moins des contraintes, sinon toutes, sont sous forme d’inégalité, et non
d’égalité. Sinon, il s’agirait de rendre maximum une fonction sous des
confraintes d'égalité — c’est ce qu'on appelle un probléme de maximwn é, —
ce qui est beaucoup plus facile. En fait, Ia plupart des méthodes que nous
discuterons consistent & ramener les problémes de programmation a des
probiémes de maximum lié, Comme nous I'avons déja remarqué, un certain
nombre de contraintes d’incgalité se présentent d’habitude sous ia forme
&,z O(ou £; £ 0). 1i peut y avoir »# contraintes de cette sorte, une par variable.
Dans de tels cas, il peut se révéler utile de considérer séparément chacune de
ces inégalités trés simples, comme en programmation linéaire. 11 sera utile i
Toccasion de supposer 8, = 0 quel que soit 4; dans ce cas, les valeurs &, = 0
satisfont les contraintes d’inégalité quel que soit , et peuvent &tre un point de
départ pour un algorithme. {Un algorithme est une méthode qui conduit par
itérations a la solution.}

1.3. NOTATIONS, TERMINOLOGIE ET DEFINITIONS

1.3.1. 11 se révélera trés commode d’utiliser des notations vectoriclles et
matricielles, ce qui implique que nous utiliserons fréquemment Palgébre
matricielle. On supposera connues les notions de base de 'algébre matricielle,
y compris la multiplication de matrices, I'inversion d une matrice et les notions
de rang et d’(in)dépendance linéaire. Nous donnerons dans le prochain chapitre
quelques résultats moins connus que nous utiliserons dans fe reste de Vouvrage.

Nous utiliserons strictement les nofations suivantes. Tout d’abord, les
nombres réels seront désignés par des lettres grecques minuscules. Les vecteurs
seront désignés par des lettres latines minuscules. On considérera que ce sont
des vecteurs-colonnes, sauf si la notation «prime» indigque qu’ils ont été
transposés en des vecteurs-lignes. Comme les composantes d’un vecteur sont
des nombres réels, elles seront désignées par des lettres grecques minuscules :
un vecteur x’ & n composantes 8’écrira donc (§;, ..., £,). Les matrices seront
désignées par des fettres latines majuscules; les éléments d’une matrice A seront
notés «,;, k étant le numéro de la ligne et i celui de 1a colonne. On notera 4’
la matrice obtenue en transposant les lignes et les colonnes de 4. On peut done
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écrire la fonction-objectif sous forme matriciclle :
Y(x) = a'x—3x'Bx (3.1

oll g et x sont des vecteurs 4 » composantes, et B une matrice d’ordre nxn.
Une matrice B dont les éléments satisfont (2.3) pour tout vecteur x, est appelide
matrice yemi-définie positive. 8i (2.3) est strictement réalisée pour tout vecteur x,
sauf le vecteur 0, B est appelée définie positive.

De plus, nous utiliserons des lettres latines minuscules comme indices ou
exposants, ce que notre maniére d'écrire les composantes des vecteurs et les
éléments des matrices a déja indiqué. Notons incidemment que nous parlerons
de matrices d’ordre m x n et de vecteurs & n composantes, et que, dans ce cas
particulier, nous utilisons des lettres latines minuscules pour désigner des
scalaires et non plus des vecteurs. Nous utiliserons aussi quelques matrices et
quelques vecteurs particuliers; 7 : matrice unité; j, : A-iéme vecteur unité, et
i {(sans aucun indice) : vecteur dont toutes les composantes valent 1. L ordre
de ces vecteurs ou de cetie matrice apparaitra sans ambiguité d aprés le contexte,
Le symbole 0 peut désigner le scalaire 0, un vecteur 0 ou une matrice 0
d’ordre convenable.

Nous désignerons aussi par des lettres latines majuscules (en plus des
matrices), les ensembles. Nous désignerons par @ Pensemble vide. La notation
S/f signifie : «L’ensemble § contient f éléments.» Nous utiliserons les symhboles
usuels : { }, U, M, —, e et — pour indiquer respectivement : la formation d’un
ensemble, les opérations d’union, d’intersection et de différence d’ensembles,
I'appartenance 3 un ensemble et la relation d’inclusion.

Nous respecterons la convention d’emploi de la lettre «d ronde» (&), pour
indiquer que 'on prend la dérivée d'un scalaire par rapport & une matrice,
ou d’une matrice par rapport 4 un vecteur.

1.3.2. Soient x’ = (£,,..., &) et ¥ = (4, ..., 1. Par définition :

x = ysi{, = 5, quel que soit i;

x 2 ysi & 2 n; quel que soit i;

x 2z ysié; 2 n; quel que soit i, et x # y;
x > ysi & > n; quel que soit iV,

Par exemple, x = 0 signifie que chaque composante de x est positive ou
nulle, et on peut dire que x est un vecteur positif ou nul.

On appellera contrainte linéaire une inégalité du type ¢’ x £ §. Comme toutes
les contraintes dont nous nous occuperons sont linéaires, nous ne donnerons
pas d’habitude cette précision. Une contrainte peut &tre satisfaite, soit Jargement
(quand on a une inégalité stricte), soit 2 I'égalité — on dit alors que lz contrainte
est liante — (quand on a une égalité stricte), ou peut trés bien ne pas étre

{1y Pour les scalaires, == correspond 3 la notation 3, plus habitucllement utilisée en
France (N. 4. T.)
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satisfaite (quand ¢'x > &). Une contrainte qui se présente sous la forme simple
¢ = 0 s’appellera condition de non-négativité. On désignera souvent par
contrainte d’égalité une équation ¢’ x = 4.
De¢ maniére concise, on peut noter ’ensemble (2.2) des contraintes d’inégalité
linéaires sous la forme
C'x2d, (3.2)

ot C’ est d’ordre mxn et ou x et d sont respectivement des vecteurs a n et
m composantes. On appelle les vecteurs x qui satisfont toutes les contraintes
vecteurs reéalisables; ils définissent des points réalisables. On appelle région
réalisable 1’ensemble F = {x|C'x £ d}. On peut facilement vérifier que la
région réalisable est convexe, c’est-a-dire que, lorsque x, € F et x, € F, alors

Ax(+(1—-Ax,e F, avec 0 <A1,
La région réalisable peut étre vide ou peut étre tout ’'espace 4 n dimensions.

D’une fagon générale, elle peut étre un ensemble fermé quelconque, borné
ou non.

1.3.3. On peut écrire les contraintes sous diverses formes mais, en bons
mathématiciens, nous choisirons la forme la plus utile. Dans le cas général

— cas que nous étudierons sauf indications contraires, — il n'y a que des
contraintes d'inégalité. La facon la plus concise de les écrire est alors :
C'x<d, [C’ est d’ordre mxn]. (3.3)

Dans ce cas, m peut étre quelconque. En général, le systéme (3.3) comprend
n conditions de non-négativité. Nous avons alors nécessairement wt = n, soit
m—n = k. Si nous voulons présenter séparément et explicitement les conditions
de non-négativité, supposées implicites dans (3.3), nous écrirons :

C¥x =d*, [C* est d’ordre k x nj 3.4

et
xz20 [ou—-Ix=0]. (3.5)
11 est souvent utile de réécrire le systéme (3.4) sous forme d’égalité, ce qui

est possible en ajoutant un vecteur positif ou nul y de variables appelées
«variables d’écart» au premier membre de (3.4). Cela donne

C¥x+1Iy =d* 3.6)

et
0. 3.7

3%

xz0, y

y est évidemment un vecteur a k composantes, et le systéme (3.6) contient
n variables de plus que d’équations. Si la présence d’un matrice unité dans
(3.6) facilite les calculs ultérieurs, aucune autre notation ne se justifie, Cependant,
la plupart du temps, le seul trait important de (3.6) est qu’il s’agit d’un systéme
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de k équations & {n--k) inconnues, positives ou nulles. 8l en est ainsi, on peut
écrire, pour plus de clarté :

E*z=f%, [E* est d’ordre kx(n+k)], (1.8}
zz 0, (3G9

oll E est 'initiale du mot ; «Egalité»,

En général, nous écrirons un systéme d’équations sous la forme E'x = f
(sans astérisques) quand il se présentera 4 propos d’un probléme de recherche
de maximum sous des contraintes d’égalité. Pour désigner un systéme d’égalités
qui ne se présentera pas 4 propos d'un probléme de programmation ou de
recherche de maximum, nouvs &crirons 4x = b.

8i {3.3) comprend n conditions de non-négativité, les formulations (3.3},
(3.4)-(3.5}, (3.6)-(3.7) et (3.8)-(3.9) sont tout & fait équivalentes. Le choix de
celle qu’on utilisera dépendra beaucoup du but particulier que I"on cherchera
4 atteindre.

Enfin, nous utiliserons assez fréquemment la notation C.. C’est une sous-
matrice de la matrice €' de (3.3) qui apparaitra plus loin. Nous montrerons
gu'on doit quelquefois imposer & un sous-ensemble des inégalités C'x £ d
d’étre exactement des égalités. Nous écrirons ce sous-ensemble 5, ef fe systéme
d’équations résultantes C/x = d,.

1.4. APERCU DU CONTENU DE L'OUVRAGE

1.4.1. L’ouvrage se divise ¢n chapitres et paragraphes numérotés dans cet
ordre. Ainsi, le paragraphe 2.3.1 est le premier paragraphe du paragraphe 3
du chapitre 2. On numérotera habituellement les formules, 4 l'aide d'un
systéme & trois chiffres, entourés de parenthéses: le premier d’entre eux repére
le chapitre, le second le paragraphe, et le troisiéme "ordre de Ia formule dans
le paragraphe. On omettra, cependant, le numére du chapitre pour désigner une
Jormule qui se trouve dans le méme chapitre, Ainsi, 51 {2.3.1) désigne la premidre
formule du troisiéme paragraphe du chapitre 2,{2.3) désigne la troisiéme formule
du second paragraphe du chapitre dans lequel on se trouve. On repérera les
tableaux et les figures par deux chiffres; le premier désignera le chapitre, et le
second leur ordre dans le chapitre.

De temps en temps, on fera en annexe, 4 la fin du chapitre concerné, des
démonstrations difficiles ou des digressions du texte principal. On désignera
les annexes par le numérae du chapitre ef une lettre : A, B, C, etc. Ainsi
Pannexe 2.B est ’annexe B du second chapitre, Les résultats essentiels seront
établis dans le texte principal; on pourra donc sauter la lecture des annexes
sans préjudice pour la compréhension de Pouvrage.

1.4.2. Dans le chapitre suivant, nous donnerons avec assez de détails un
certain nombre de résultats bien connus qui sont une partie des connaissances
de base nécessaires & la compréhension de Uouvrage. Il sagira d’abord de
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quelques résultats d’algébre matricielle — inversion de matrices décomposées
en blocs, trace des matrices, différentiation par rapport a des vecteurs. On
expliquera pourquoi la matrice B de la fonction-objectif doit étre définie
positive ou semi-définie positive. Puis, nous consacrerons un paragraphe 2 la
recherche du maximum d’une fonction quadratique sous des contraintes
d’égalité. Nous établirons et démontrerons les théorémes de Farkas et de
Kuhn ¢t Tucker en annexe. Enfin, pous introduirons le concept de
dégénérescence. Une annexe sera consacrée A la discussion du probléeme de
généralisation de la notion de matrice inverse. On montrera que le caleul d'une
matrice inverse généralisée peut &tre considéré comme un probléme de recherche
du maximum d’une fonction guadratique sous des contraintes d’égalité.

1.e chapitre 3 sera consacré aux contraintes linéaires. Nous y parlerons avec
assez de détails des contraintes triviales; il s’agit des contraintes dont
I"'abandon ne modifie pas la solution, quelle que soit la fonction-objectif.
L.’absence de contraintes triviales permet quelguefois de trouver plus rapidement
la solution.

Omn présentera, dans le chapitre 4, la programnmation linéaire et la technique
du simplexe, qui scra utilisée an chapitre 9 comme base pour des algorithmes
de programmation quadratique. En outre, nous reviendrons sur Ie concept de
dégénérescence, traité maintenant dans le cadre de la programmation linéaire.
Nous utiliserons ¢& que nous aurons dit des contraintes triviales au chapitre
précédent pour démontrer le théoréme dit : «théorgme de dualité». En annexe,
nous parlerons rapidement de l'algorithme du cosinus en programmation
linéaire. Cet algorithme n'est malheureusement pas applicable, la présence de
contraintes triviales interdisant aux procédés de calcul de s’appliquer, Mals sa
philosophie est intéressante. La question-clé qu’il pose est la méme que celle
que pose la méthode de Theil et Van de Panne en programmation quadratique,
méthode que nous présenterons au chapitre 5.

La méthode de Theil et Van de Panne est, parmi les méthodes utilisables, la
plus simple et celle qui va le plus vite au résultat. Elle aborde le probléme par
le biais des contraintes et consiste 4 poser la question : «Quelles contraintes
sont lantes au point-solution?» 8i on a répondu a cette question, on a réduit
le probléme de programmation & un probléme de maximum lié. Cette méthode
exige que la matrice B soit strictement définie positive.

11 faut faire la méme hypothése pour la méthode de la capacité en program-
mation quadratique, exposée au chapitre 6; elle est I'ceuvre de Houthakker.
On a étudié¢ ses suggestions, ce qui a conduit a une technique de calcul un peu
plus simple. Dans ce chapitre, on a également redressé¢ quelgues erreurs de
compréhension qui se produisirent 3 propos de la méthode de Houthakker.
La méthode de la capacité est un exemple de méthode paramétrique.

Nous cesserons de faire du calcul algébrique au chapitre 7, dans leguel sera
donnée une application des méthodes de Theil et Van de Panne 4 propos d’un
probléme pratique, ct de quelque intérét en lui-méme. 11 s’agit, en gros, de
savolr comment un monopoliseur qui peut adapter ses prix va les établir de
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facon a4 rendre maximum son revenu, alors qu’il est soumis A certaines
contrainies; parmi ces contraintes, il ¥ a celles qui proviennent des fonctions
de demande, et il ¥ a une contrainte paramétrique, dont le paramétre mesure
«la possibilité d’une politique». Comme dans la plupart des problémes
pratiques, il n’'est pas nécessaire que les données du probléme soient toutes
rigoureusement exactes lorsqa’on le formule. Nous ajouterons par conséquent
une étude de calculs d’errenrs, qui sera faite au chapitre 8. Nous mesurerons
la sensibilité d’une solution & des variations dans les données du probléme.
Nous ne parlerons d’abord que de variations infinitésimales, puis, pius loin,
égalerment de variations finies. Cette discussion conduira a tout un ensemble
de techniques de solution paramétriques. La théorie sera appliquée 4 I'exemple
donné au chapitre 7. Nous supposerons que les élasticités utilisées dans ce
chapitre pour déterminer les fonctions de demande sont des variables aléatoires,
ayant une distribution uniforme sur un intervalle certain. On étudiera les
conséquences de cette hypothése au moyen de techniques de simulation plutét
gu’au moyen des techniques habituelles qui supposent que "on a affaire 4 des
distributions normales de variances et covariances connues.

Tous les algorithmes ainsi étudiés ne sont facilement applicables que si la
matrice B de la fonction-objectif est définie positive. En conséquence, on a
ajouté un neuviéme chapitre dans lequel on présentera un algorithme utilisable
méme si B n’est que semi-définie positive. Cet algorithme est dii & Dantzig,
mais la présentation qui en sera donnée est due 3 Van de Panne, qui découvrit
la méthode indépendamment de Dantzig, trés peu de temps aprés que les
résultats trouvés par ce dernier aient été utilisables ('), La méthode est tirée
d’un ensemble de méthodes qui permettent de mettre le probléme sous Ia forme
requise par la technique du simplexe, puis qui utilisent cette méthode. Les autres
algorithmes de cet ensemble sont dus & Barankin et Dorfman, & Frank et
Wolfe, et 4 Wolfe (*). Ces méthodes du simplexe sont résumées 3 la fin du
chapitre. Du point de vae du calcul, ce sont les plus efficaces des méthodes
utilisables, et elles ont été programmées en vue du calcul sur ordinateurs,
On peut lire le chapitre 9 indépendamment des autres.

1} Voir G.B. Dantzac : « Quadratic programming, a variant of the Wolfe-Markowitz
algorithms», Research report 2 of the Operations Research Center of the University of
California; ¢t C. VAN DE PANNE : « A nonartificial method for quadratic programming»,
Report 6229 of the Beonometric Institute of the Netherlands School of Economics. On se
reportera aussi & C. vAN DE PANNE et A. WHINSTON | « The simplex and dual method for
quadratic programming», Report 6314 of the Econometric Institute of the Netherlands
School of Econoemics.

(%) Yoir, en particulier, E.W. BARANKIN et R. DorRmMaN, « On quadratic programming»,
University of California Publications in Statistics, vol 2 (1958), pp. 285 4 318; et M. Frang
et P. Worrs, «An algorithm for quadratic programming», Naval Research Logistics
Quarterly, vol. 3 (1956}, pp. 193 & 200; et enfin, P. Worrg, « The simplex method for
quadratic programming», Economeirica, vol. 27 (1959), pp. 382 & 398.
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1.4.3. On rencontrera le concept de dégénérescence i plusieurs endroits du
livre. 1 y a dégénérescence quand la solution d'un probléme de recherche de
maximum ou d’un probléme de programmation reste la méme, qu'on s’impose
ou non une contrainte dégalité particuliére, (Cette contrainte peut étre une
contrainte d’inégalité satisfaite & 1'égalité.) On rencontrera un probléme de
dégénérescence d'abord au paragraphe 2.5.3 en recherchant un maximum 1ié;
on en rencontrera un autre au paragraphe 2.7.5 en étudiant les conditions de
Kuhn ¢t Tucker en programmation quadratique, et encore un autre au chapitre 4
qui traite de la programmation linéaire, en particulier aux paragraphes 4.3,2
et 4.5.4, Des parties importantes des chapitres 5 et 6, qui traitent de la program-
mation quadratique, seront consacrées a la dégénérescence et aux complications
qu’elle peut entrainer.

Cette dispersion plus ou moins grande ne doit pas cacher les ressemblances
trés simples de tous ces cas, ressemblances que nous allons répéter. Soit une
contrainte d'(in)égalité sous laquelle nous désirons rendre maximum une
fonction, En général, cette contrainte d’(in}égalité est génante; il v a quelque
chose que nous voulons rendre maximum, mais la solution doit satisfaire
P(in}égalité: aussi devons-nous faire une analyse plus poussée. Dans les cas
de dégénérescence, il arrive gue nous puissions ne pas temir compie de
I*(in}égalité, résoudre donc le probléme sang en tenir compte et calculer une
solution qui se trouve satisfaire exactement P’{in)égalité.

1.4.4. Pour résumer ce survol de 'ouvrage, disons que nous présenterons un
certain nombre d’algorithmes, certains de fagon assez détaillée, d’autres de
fagon plus sommaire. Un certain nombre de cas particuliers seront examinés
avec soin ; contraintes triviales, dégénérescence, dépendance. On donnera une
application empirique qui sera étudiée dans ses moindres détails; dans d’autres
cas, on donnera des exemples numériques spécialement étudiés pour illustrer
quelques points assez délicats. Disons enfin que 1'ouvrage est cohérent d’un
point de vue mathématique.





