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Préface

Ce livre porte sur la conjecture II de Serre en cohomologie galoisienne non
abélienne des groupes algébriques, énoncée en 1962. Cette conjecture est fortement
liée a la classification des groupes algébriques semi-simples (et objets reliés, e.g.
formes hermitiennes) sur un corps parfait k¢ de dimension cohomologique 2 (cf.
§2.2.4 et 9.4c). La conjecture énonce que tout espace principal homogene sous
un groupe algébrique semi-simple simplement connexe est trivial, i.e. admet un
point rationnel, voir §4.8. En d’autres mots, I’ensemble pointé de cohomologie
galoisienne H'!(k, G) est trivial pour G un k-groupe semi-simple simplement
connexe défini sur un corps parfait de dimension cohomologique 2. La conjecture a
été étendue par Serre en 1994 au cas des corps imparfaits [158, §5], et est discutée
en détail au §4.8. On doit remplacer alors la condition cd(k) < 2 par la condition
scd(k) < 2 ou scd(k) désigne la dimension cohomologique séparable de k (les
deux notions coincident dans le cas parfait). On se place désormais dans la situation
générale.

Cette classe de corps comprend notamment les corps locaux, les corps de
nombres imaginaires purs ainsi que les corps de fonctions de surfaces algébriques
complexes, par exemple le corps de fractions rationnelles C(x, y). Il y a deux
points de vue complémentaires sur la conjecture: ’un est de travailler sur un corps
spécifique, I’autre sur une classe de groupes particuliers.

Le premier point de vue a été le premier considéré. Kneser (et Bruhat-Tits) ont
montré la conjecture II pour les corps p-adiques et Kneser/Harder/Chernousov pour
les corps de nombres imaginaires purs [32, 112]. Tres récemment, de Jong/He/Starr
ont montré la conjecture pour le cas d’un corps de fonctions de surface définie sur
un corps algébriquement clos [57].

Le point de vue de ce livre est surtout le second ou I’on travaille sur un corps
k de dimension cohomologique 2 avec des groupes algébriques d’un type fixé.
Nous signalons au lecteur que les corps précédents sont assez spécifiques. En
effet, pour ces corps, les algebres simples centrales de période 2 dans le groupe
de Brauer sont équivalentes a des algebres de quaternions. Ceci est a comparer
avec la construction par Merkurjev de corps de dimension cohomologique 2 avec
algebres simples centrales de période 2 dans le groupe de Brauer qui sont d’indice
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2", n arbitrairement grand [131]. Il n’est pas surprenant que la complexité des
algebres simples centrales liées aux groupes algébriques (i.e. algebres de Tits)
intervienne de fagcon déterminante dans les énoncés. Donnons deux énoncés prédits
par la conjecture pour un corps k de dimension cohomologique séparable < 2 (de
caractéristique # 2 pour le second).

(I Si A est une algebre simple centrale définie sur &, alors la norme réduite
Nrdy : A — k™ est surjective.

(I) Les formes quadratiques (de dim. finie) non dégénérées sur k sont classifiées
par leur rang, leur discriminant et leur invariant de Hasse-Witt.

L’assertion (I) a été établie en 1984 par Suslin, nous revenons dessus au §4.
Lassertion (II) a été établie par Merkurjev [3, prop. 2] en caractéristique #
2. La plus grande évidence pour la conjecture est qu’elle vaut d’apreés Bayer—
Fluckiger/Parimala pour les groupes classiques sur un corps parfait, ainsi que ceux
de type G et Fy [11]. Dans le cas de caractéristique 2, la conjecture I « étendue »
pour ces mémes groupes a été établie par Berhuy/Frings/Tignol [15].

Sur les groupes exceptionnels restants (D4 trialitaire, E¢, E7, Eg), il n’y a que
des résultats partiels dus a Chernousov [38] et a I’auteur [77]. Le premier but de ce
livre est de remettre au gofit du jour I’article [77] fondé sur la théorie de Bruhat-Tits
et I’invariant de Rost. Etant donné un groupe G/ k satisfaisant les hypotheses de la
conjecture II et un k-tore maximal, il s’agit de montrer que la fleche H'(k, T) —
H'(k, G) induite sur les ensembles de cohomologie galoisienne est triviale sur un
«gros » sous-groupe de H'!(k, T). C’est ce qui est fait au §6 sans faire recours
a ’invariant de Rost, ni d’ailleurs a la théorie de Bruhat-Tits. Ceci étant, on utilise
une notion proche de la théorie des groupes sur les corps locaux, a savoir 1’étude des
classes de conjugaison des sous-groupes u, de G. Un aspect technique important
est aussi |'utilisation des « groupes de normes » qui permettent de généraliser la
surjectivité des normes réduites.

Une fois établi I’énoncé clé sur I'image de H Yk, T) - H'(k, G), on reprend
les méthodes de Kneser/Harder en faisant une récurrence sur les types de groupes.
Par rapport a I’article de 2001, il y a une simplification notable de la preuve de
I’énoncé clé ainsi que du cas quasi-déployé. Nous prenons 1’occasion de discuter
aussi selon notre point de vue le cas des groupes classiques. Outre le gain sur les
petites caractéristiques, le résultat le plus saillant est 1’avancée sur le type E7 (§8.3).
Les types D4, E¢ et Eg demeurent largement ouverts pour la conjecture II.

Nous avons rassemblé dans les deux premiers chapitres des faits généraux
qui ne dépendent pas d’hypothese de dimension cohomologique. D’autres faits
complémentaires se trouvent dans I’étude des groupes classiques et exceptionnels. A
la fin, nous discutons les cas restants de la conjecture au regard de corps spécifiques
et sujets reliés.
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Introduction

Linear algebraic groups are ubiquitous in mathematics. They occur in geometry,
topology, representation theory, number theory and many other areas. One view-
point is to start from the theory of Lie groups. Remarkably, most Lie groups are
algebraic in the sense that they are defined by solutions of polynomial equations,
and furthermore, multiplication and taking inverses are polynomial maps. This is
the case for the linear group GL, (R), the orthogonal group O, (R), the symplectic
group Sp,, (R), etc., and similarly for groups over the complex numbers C. We can
quote here Tannaka’s theorem that every compact subgroup of GL,,(C) is algebraic.
However, we need to pay attention to the fact that morphisms between Lie groups
of algebraic nature have no reason to be so; the exponential map C — C* is a basic
example. Another viewpoint is to start from finite fields, as Jordan did in his Traité
des substitutions et des équations algébriques for the purpose of developing Galois
theory [102, ILII]. Both viewpoints lead to the theory of linear algebraic groups over
a base field k with algebraic closure .

An algebraic k-subgroup G of the linear group GL,, is given by a finite system
of polynomial equations in the coordinates (a; ;) of GL, such that for each
(commutative, unital) k-algebra R the subset of R-points G(R) is a subgroup of the
group GL, (R) of invertible R-automorphisms of the R-module R". It is important
here to distinguish between the algebraic k-subgroup G of GL,, and the group G (k)
of k-points of G. A basic tool is the extension of scalars: if F is a field extension
of k, we can define the F-algebraic group G x; F by the same equations used to
define G, but now viewed as equations over F.

An important example is that of the orthogonal algebraic group attached to a
regular quadratic form ¢ : k%" — k. It is the algebraic k-subgroup of GL,, given
by the system of quadratic equations g o f = f. For each k-ring R, we have

O4(R) = {f € GLau(R) | g o f = q}.
The classification of algebraic groups is a fundamental problem. We are mostly
interested in elementary pieces called almost simple algebraic groups; see Sect. 2.1.2

for the precise definition. Over k, the classification is that of Cartan Killing; it is

Xiii
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essentially given by a Dynkin diagram as in the case of Lie algebras; for example,
the group SL, (resp. SO2,41 Spy,, SO2,) is related to the Dynkin diagram A,
(resp. By, Cy, Dy). These are the classical groups; there are also exceptional groups
corresponding to the Dynkin diagrams Eg, E7, Eg, F4 and G».

The classification of real almost simple algebraic groups is due to Satake and
Tits; see §3.4 (and the appendix) of [168] for the complete list. The simplest case
is the classification of real algebraic groups G such that G xgr C is isomorphic to
SLy, r xR C. The list consists of SL, g and SL{(H) where H = R®Ri ®Rj & Rij
is the Hamilton quaternion algebra and where SL; (H) is the special linear group of
H with respect to the quaternionic norm: for each R-algebra A, we have

SLi(H)(A) = {x +yi+ jz+ik e HOR A | x> +y* + 2+ 17 =1}

Over our base field k, for each quaternion k-algebra Q! we have the k-group
SL;(Q) defined in a similar manner to SL; (H). We know that Q = @’ if and only
if SL1(Q) = SL{(Q’). This provides an exhaustive list of isomorphism classes of
k-forms of SL,, that is of k-groups G such that G xy k= SL2 7 In other words,
the classification of k-forms of SL; is the same as the classification of quaternion
k-algebras. For example, over R there are two isomorphism classes of quaternion
algebras, H and the matrix algebra M>(R), whose associated groups are the two
mentioned above. Over the field Q of rational numbers, there are infinitely many
isomorphism classes of forms of SL,.

Given two regular quadratic forms ¢, ¢’ of dimension 2#, it is known that the
algebraic groups SO(g) and SO(q’) are isomorphic if and only if ¢’ and ¢ are
similar, that is, ¢’ = Ag for A € k> [115, Th. 4.2 and 24.5]. It follows that
the classification of certain almost simple groups of type D, is equivalent to the
classification of quadratic forms (up to similarity). Over number fields, we have
a classification of quadratic forms (resp. of quadratic forms up to similarity) due
to Hasse (resp. Ono [141]; see also [54]). In small dimensions, we have a precise
classification of quadratic forms over a general field [106, §8], but this seems to be
out of reach in arbitrary dimensions. Thus, in general we are far from a precise list
of special orthogonal groups.

Let us focus on function fields of complex algebraic varieties. The first invariant
is their transcendence degree. If such a field F'/C is of transcendence degree 1 (i.e.
the function field of an algebraic curve), Tsen’s theorem implies that all quaternion
F-algebras are isomorphic to M>(F) [86, Th. 6.2.3, 6.2.8]. It follows that SL_ r is
the only F-form of SL,. Also, F-quadratic forms are classified by their dimension
and their discriminant since all quaternionic norms are hyperbolic [155, Lemma
12.10]. In this case, forms of SO, are parameterized by quadratic (étale) extensions
of F. This is a general phenomenon for almost simple groups: Steinberg has shown

Uf char(k) # 2, the presentation of the k-algebra Q is O = k ® ki ® kj ® kij withi? = a
j2=b,ij+ji=0anda,b e k*.
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that over function fields of transcendence degree 1 all almost simple algebraic
groups are quasi-split, i.e. contain a Borel subgroup [168, Th. 11.1].

The next case is that of the function field of a complex algebraic surface. This is
the degree 2 case, an important topic discussed in this book. These fields share an
important invariant with p-adic fields and totally imaginary number fields, namely
their cohomological dimension (which is 2). This dimension is defined by means
of Galois cohomology (Sect. 1.3.1); as a first approach, we can think of it as a
generalization of the transcendence degree of function fields of complex varieties
to arbitrary fields.

One of the main goals of this book is to classify (semi)simple algebraic groups
over a field of cohomological dimension < 2. Let us give the result in the case of
even dimensional quadratic forms ¢, ¢’ with the same discriminant. According to
[15, Cor. 5.3], ¢ and ¢’ are similar if and only if Co(g) = Co(g’) where Co(q)
is the even Clifford algebra of g. It follows that SO(g) = SO(g’) if and only if
Co(g) = Co(q"). This can be interpreted in terms of Galois cohomology as follows:
SO(g) and SO(gq’) share the same Tits class in H2(k, j12). In Sect. 9.4, we provide
a general result of this form, conditional on the validity of Serre’s conjecture II, the
main topic of this monograph.

Serre’s original conjecture II (1962) states that the Galois cohomology set
H'(k, G) vanishes for a semisimple simply connected algebraic group G defined
over a perfect field k of cohomological dimension cd(k) < 2. In other words,
it predicts that all G-torsors (or principal homogeneous spaces) over Spec(k) are
trivial. Serre extended his conjecture to imperfect fields in 1994. We discuss this
in detail in Sect. 4.8. We need to replace the condition cd(k) < 2 by the condition
scd(k) < 2, where scd stands for the separable cohomological dimension which
agrees with cd for perfect fields.

One of the simplest examples of the conjecture is that of a central simple algebra
A defined over a field k and a non-zero scalar ¢ € k. The subvariety

X :={Nrda(y) = ¢} C GLi(A)

of elements of reduced norm c is a torsor under the special linear group G =
SL;1(A), which is semisimple and simply connected. If scd(k) < 2, the conjecture
says that this G-torsor is trivial, i.e. X.(k) # . By considering all scalars c,
we therefore expect that the reduced norm map A* — k> is surjective. For
function fields of complex surfaces, this follows from the Tsen-Lang theorem,
since the reduced norm is a homogeneous form of degree deg(A) in deg(A)>-
indeterminates [ 159, I1.4.5]. The general case of the surjectivity of the reduced norm
map was established by Suslin. This fact essentially characterizes fields of separable
cohomological dimension < 2; see Sect.4.7.

An important method used when dealing with classification problems over fields
of separable cohomological dimension < 2 is the very precise classification of
quadratic forms in terms of multiquaternion division algebras, due to Sivatski.
Although this result can be deduced from Serre’s conjecture II for spin groups, we
present an independent proof of that classification (Sect. 7.1.3).
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Throughout its history, evidence for and progress towards establishing conjecture
II has been obtained by either considering special classes of fields or looking at the
implications of the conjecture for the classification of algebraic groups.

From the point of view of groups, the strongest evidence for the validity of the
conjecture is the case of classical groups (and groups of type G and Fy) established
in 1995 by Bayer and Parimala [11]; see also Berhuy et al. for the generalization to
imperfect fields [15]. For exceptional groups (trialitarian of type Da, type Eg, E7
and Eg), the general conjecture is still open in spite of some considerable progress
[38, 49, 77].

From the point of view of fields, we know that the conjecture holds in the case
of imaginary number fields (Kneser, Harder, Chernousov; see [149, §6]) and, more
recently, in the case of function fields of complex surfaces. A general proof for all
types of groups was recently given by de Jong et al. [57] using deformation methods.
This result has a clear geometric meaning: if G/C is a semisimple simply connected
group and X a smooth complex surface, then any G-torsor over X (or a G-bundle)
is locally trivial with respect to the Zariski topology.

The preceding examples of fields with separable cohomological dimension < 2
are quite specific since their central simple division algebras of period 2 are
quaternion algebras. This is in contrast to Merkurjev’s construction of a field of
cohomological dimension 2 having a central simple division algebra of period 2
and index 2", n > 1 arbitrary (and also anisotropic quadratic forms of dimension
2n — 2) [131]. It is therefore not surprising that the complexity of central simple
algebras plays a crucial role in the statements of the results.

In this monograph, we present our approach to the conjecture based on the study
of cohomology classes arising from finite diagonalizable subgroups. The key result
is the following:

Proposition 5.5.1 Let G/k be a semisimple simply connected group satisfying the
hypothesis of conjecture Il. Let f : u, — G be a k-group homomorphism. Then
the induced map

fo 1 KX/ = HY(k, py) — H'(k, G)

is trivial.

If i, is central in G, this follows from the norm principle (Sect. 5.4) and the study
of norm group of varieties of Borel subgroups (Sect. 5.3). The new ingredient is the
generalization to the non-central case, which involves the study of the centralizer
Cg(un) (Sect.3.1).

We then use known techniques (e.g. Harder quadratic trick, Sect. 3.2.4) to cover
all known cases of the conjecture. We start with the quasi-split case (Chap. 6),
continue with the classical groups (Chap.7) and end with the exceptional groups
(Chap. 8).

In the classical group setting, our proofs are somewhat simpler than the original
ones since we avoid certain results and constructions from algebras with involutions.
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The case of groups of type E7 is of special interest. If the Tits algebra of a
semisimple simply connected k-group of type E7 is of index < 4, we prove the
conjecture in Theorem 8.3.2. The only remaining case is that of index 8, and we
show how this case is related to a problem about hermitian forms over biquaternion
algebras (Sect. 8.3.3). Finally, the case of groups of type Eg, is discussed and related
to other open questions.

ok ok

The contents of the monograph are as follows: The first chapter reviews some
basic material and concepts, such as Weil restriction and algebraic tori, etc.
Chapter 2 is devoted to Borel-Tits theory of reductive groups (parabolic subgroups,
root systems, etc.). The third chapter deals with the various embeddings of 1, in a
given semisimple algebraic group and splitting fields for algebraic groups. Chapter 4
focuses on fields of small separable cohomological dimension and norm groups of
certain varieties.

The study of Serre’s conjecture II starts in Chap.5 and concludes in Chap. 8.
Finally, in Chap. 9, we deal with applications of the results and link conjecture II to
other open questions.
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Chapitre 1 )
Généralités cretr

Ce premier chapitre se propose de rappeler les notions principales utilisées dans ce
livre.

1.1 Théorie de Galois

Soit k un corps. On dit qu’une propriété &? concernant les k-corps est insensible a
une extension E/F si la propriété &2 (F) vaut si seulement si la propriété &2(E)
vaut.

Par exemple, la propriété d’étre de caractéristique zéro est insensible a toute
extension de corps.

On note kg une cldture séparable de k et k une cldture algébrique de k. On
note Iy = Yal(ks/k) le groupe de Galois absolu de k. On note p > 1 I’exposant
caractéristique de k.

1.1.1 Corps l-spéciaux

Si [ désigne un nombre premier, on dit que k est /-spécial si I est un pro-/-groupe.
Ces corps vérifient la propriété de dévissage suivante.

Lemme 1.1.1 On suppose que k est l-spécial. Soit K/k une extension finie
séparable. Alors il existe une tour k = ki C ky--- C kp—1 C k, = K telle
que ki 1/ k; est une extension galoisienne cyclique de degré | pouri =1, ..., n.

Démonstration On peut supposer que [K : k] > 1. Soit K 1a cloture galoisienne de
K dans k. Le groupe G = “al(K /k) est un [-groupe fini et admet le sous-groupe
propre H = %al(K /K). 1l existe un caractére x : G — Z/IZ non trivial et nul sur
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H [6, 23.2]. Ce caractere x définit une sous-extension k» C K, qui est cyclique de
degré /. Ainsi [K : k2] < [K : k] etle corps kj est lui aussi p-spécial; par récurrence
sur le degré, il suit qu’il existe une tour k = k1 C --- C k,—1 C k, = K telle que
chaque k;1/k; est une extension galoisienne cyclique de degré [. |

On utilise souvent le procédé suivant de localisation en un premier /. Soit 1"®
un pro-/-groupe de Sylow de I et kO = (ko) @ e corps des points fixes.
Alors Yal (ks/k(l)) = I'D et k) est donc I-spécial. Ce corps dépend du choix
d’un sous-groupe de Sylow mais ceux-ci étant I;-conjugués, il suit que la classe
d’isomorphisme de 1’extension k)/k est bien définie, ce qui justifie ’abus de
notation k). Ce type d’extension est appelée « Extension maximale séparable de
degré premier &/ » ou encore co-/-cloture de k.

1.1.2 Restriction des scalaires a la Weil

Une k-variété désigne un k-schéma séparé de type fini. Soit L /k une extension finie
de corps et Y une L-variété quasi-projective. On dispose alors de la restriction a la
Weil Ry, (Y) de Y ak, c’est une k-variété quasi-projective qui est caractérisée par
la propriété

Rr/k(Y)(A) =Y(A & L)

pour toute k-algebre A [24, §7.6]. On a un morphisme d’adjonction 7 : Rp/x(Y) Xk
L—Y.

SiY = Yy xx L, on a aussi un morphisme diagonal A : Yo — Ry k(Yo xx
L). Enfin, si G est un L-groupe algébrique, la restriction a la Weil Rz (G)
est naturellement un k-groupe algébrique. Pour les propriétés fonctorielles de la
restriction de Weil et leur extension au cadre schématique, nous renvoyons a
I’appendice A.5 de [53].

En particulier, si A = L1 X --- x L, est un produit d’extensions finies de corps,
et ¥; estune L;-variété projectivepouri = 1,...n,alorsY = Y UY,---UY, estun
A-schéma quasi-projectif et on pose Ra/x(Y) = Rp k(Y1) Xk - -+ Xx R,k (Yn).

1.1.3 Cohomologie galoisienne non abélienne

Soit L/k une extension galoisienne finie et posons I' = “al(L/k). Soit G/k
un k-groupe algébrique. Alors le groupe G (L) est muni d’une action de I". Une
application z : I" — G(L) est un l-cocycle si elle satisfait la relation z5; =
Zo 0(z7) pour o, t € I'. On note ZW(I", G(L)) I’ensemble des 1-cocycles de I"
a valeurs dans G(L); il est pointé par le 1-cocycle trivial. Le groupe G(L) agit
a droite sur Z'(I", G(L)) par (z5).8 = (g ' z5 0(g)); on note H'(L/k, G) =
HY(I', G(L)) = Z'(I", G(L))/ G(L) I’ensemble pointé des orbites.
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L’ensemble de cohomologie galoisienne H'(k, G) est défini comme la limite
inductive des H'(L/k, G) pour L parcourant les sous-extensions galoisiennes finies
de ks; il ne dépend pas du choix de k.

Etant donné un 1-cocycle z : I' — G(L), on rappelle I’opération de torsion.
Etant donné une k-variété quasi-projective munie d’une action 4 gauche p
G — Aut(X), il existe une unique k-variété , X telle que pour toute k-algebre A
(commutativen unitaire), on a

X ={reXUanl) | pi) o) =x.

On dispose alors d’un L-isomorphisme canonique ¢y : X, = (:X)L.Sio eI,

le conjugué o (¢x) = (id,x x 0) oo (idx x o)~ ! satisfait o (¢x) = p(zo) 0 Px.
Considérant 1’action de G sur lui-méme par automorphismes intérieurs, on

dispose ainsi du k-groupe tordu ;G et d’un L-isomorphisme ¢ = ¢g : G, =

(-G), satisfaisant ¢! o o (¢) = Int(z,).

Lemme 1.1.2 Soient Hy, ..., H et My, ..., My des k-sous-groupes de G. On pose

N =Ng(H)N---NNg(H,) NNg(M)N---NNg(Mg) et C=Cg(M)N---N
Ci (My). Les assertions suivantes sont équivalentes:

(a) [z] € Im(Hl(F, (NNC)(L)) — H(I, G(L))),-

(b) Le k-groupe tordu G' = ;G admet des k-sous-groupes H{, ..., H et M1, ...,
M; tels qu’il existe g € G(L) satisfaisant

Hyo=g¢ "(H Dg '\ ....HiL=g¢ "(H )g".

Mi=g¢ "M g " ... MiL=g¢ (M, )g ",

et tel que ¢ oint(g) : Mj | — M}’L est I'-invariant pour j =1, ... ,s.

Démonstration (a) = (b). On peut supposer que z est a valeurs dans (N NC)(L).
On pose alors H{ =  Hi, ..., H, = ;H,, M| = ;M\, ..., M = ;M et I'assertion
(b) est satisfaite pour g = 1.

(b) = (a). Quitte a remplacer (z,) par le cocycle (z4). g_l, on peut supposer
que g = 1. Pour chaque o € I, 1’automorphisme int(z,) = ¢~ !0 (¢) normalise les
H;,les M donc z, € N(L). De plus, pour chaque j on a (¢_lo(¢))|ijL = ide,L
donc z5 € Cg(M;)(L). On conclut que z5 € (N N C)(L). |

Remarque 1.1.3 On peut passer bien siir cet énoncé a la limite sur kg et on retrouve
alors en particulier le lemme 1 de [159, §111.2.2].

Enfin nous rappelons le lemme de Shapiro dans ce contexte [159, II11.2.2, preuve
du théoréme 1].
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Lemme 1.1.4 Soit k'/k une extension finie séparable de corps. Soit H' un k'-
groupe algébrique et posons H = Ry (H"). Alors I'adjonction Hy — H' induit
une bijection H' (k, H) — H'(k', H'). [ |

1.1.4 Algebres étales et algebres galoisiennes

Une k-algebre étale est un produit k1 x - - - X k, olt chaque k; est une extension finie
séparable. Cette notion est insensible a toute extension de corps E/ k.

Si I" désigne un groupe fini, une I -algebre galoisienne A est une k-algebre étale
munie d’une action a gauche de I" de sorte que k = Al et 4" = [A : k]. Un
morphisme de I"-algebres galoisiennes A — B est par définition un isomorphisme
de k-algebres qui commute a G.

La k-algebre produit k() = P ke, ou I' agit sur les idempotents e, par
T.e; = €7y est une [ -algebre gafoeils}enne; on I’appelle la I"-algebre galoisienne

déployée. On observe que la multiplication a droite I" — Aut(k")), T.e5 > €51
induit un isomorphisme de groupes I” — Autr (k). Comme toute I’ -algebre
galoisienne devient isomorphe & k(") aprés une extension galoisienne fini, la théorie
de la descente montre que H ! (k, I') classifie les classes d’isomorphie de I"-algebres
galoisiennes sur k [115, Th. 18.19].

Exemples 1.1.5

(a) On suppose que n € k* et que k contient une racine primitive n-ieme de 1’unité
¢p. Celle-ci produit un isomorphisme 6 : Z/nZ = wn (k). Etant donné a €
k>, on considere la k-algebre étale k, , = k[t]/(t" — a).

(b) On suppose que n = p est la caractéristique de k. Soit a € k et considérons la
k-algebre étale k, = k[t]/(t? —t — a).

1.1.5 Caracteres

Soit n un entier > 1. On considere le cas I' = Z/nZ, on dit qu'une Z/nZ-
algebre galoisienne sur k est une algebre galoisienne cyclique de degré n. Elles
sont classifiées par le groupe H'(k, Z/nZ) des des homomorphismes continus de
Iy vers Z./nZ que I’on nomme aussi caracteres de k de degré n.

Etant donné un caractere x de k de degré n, on note ky la Z/n’Z-algebre
galoisienne cyclique associée a k (voir [115, 18.19]), c’est-a-dire la tordue de la
Z/nZ algebre galoisienne déployée k[Z/nZ] par le caractere x. De fagon plus
précise, I’action tordue de s € [} sur k[Z/nZ] = ksep @ kse1 B --- D ks en—1
est définie par

§ Ky (erO + . xp—1ep—1) = S(XO)e)((S) +-+ S(xnfl)en—1+x(s) s
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ou I’on travaille bien sir dans Z/nZ. Par définition, on a
ky = ix €kyZ/nZ] | sxyx=x Vs e Fk}.

Alors k, est un corps si et seulement si x est surjectif; dans ce cas, la théorie

de Galois produit alors une suite exacte 1 — Gal(ks/ky) — Gal(ks/k) N

Z/nZ — 1.

1.1.6 Algebres simples centrales

Une k-algebre A (avec unité, associative) de dimension finie est simple centrale
siA # 0,kly = C(A) ={ae A | ab = ba Vb € A} etsiOet A sont
les seuls idéaux bilateres de A. Les algebres de matrices sont des algebres simples
centrales; le produit tensoriel de deux algebres simples centrales est une algebre
simple centrale [86, §2]. De plus la dimension d’une k-algebre simple centrale A
est un carré; on ’appelle le degré de A et on le note deg(A).

Le théoreme de structure de Wedderburn énonce que si A est une algebre simple
centrale, alors A = M, (D) ou D est une algebre simple centrale a division; en outre,
la classe d’isomorphie de D est déterminée par A. L’'indice de A est le degré de D
est noté ind (A).

De facon légerement abusive! si K = ki x --- x k, désigne une algebre étale,
on dit qu’une K-algebre A = A; x --- x A, est simple centrale si chaque A; est
simple centrale sur k;; si chaque A; est de degré d, on convient de dire que A est de
degré d.

On note Br(k) le groupe de Brauer de k; si A est une algébre simple centrale, on
note [A] € Br(k) sa classe dans le groupe de Brauer.

1.1.7 Algebres simples centrales cycliques

Soit n un entier > 1 et x : Iy — Z/nZ un caractere de k, c’est-a-dire un
homomorphisme continu de Iy vers Z/nZ (non nécessairement surjectif). Si b €
k>, on note (x, b) la k-algebre (associative, avec unité) engendrée par k, et une
indéterminée y soumise aux relations

Y'=b, Ay=yo() o €Z/nZ, X €ky.

10n devrait parler en toute correctitude de K -algebre d’ Azumaya.
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Alors (x, b) est une algebre simple centrale de degré n [115, 30.A]. En outre,
(x, b) est déployée (i.e. isomorphe a une k-algebre de matrices) si et seulement
si b appartient 8 N, /k(ky).

1.2 Groupes algébriques affines

Dans ce livre, on ne travaille qu’avec des groupes algébriques affines. On note G,, =
Spec(k[tjEl 1) le k-groupe multiplicatif et G, = Spec(k[t]) le k-groupe additif.

Soit G un k-groupe algébrique affine. Un caractere est un homomorphisme de
k-groupes G — G,. Le groupe des caractéeres de G est un groupe commutatif
noté 6(/{). Si G est lisse et connexe, le théoreme de Rosenlicht énonce que
k[IG1* = k™ x a(k) [151, th. 3]; en d’autres mots un morphisme de k-variétés
G — Gy, appliquant 1 sur 1 est un homomorphisme.

1.2.1 Groupes diagonalisables et groupes de type multiplicatif

Si M désigne un groupe abélien de type fini, alors 1’algebre de groupe k[M] est
munie d’une structure naturelle d’algebre de Hopf commutative; on note D(M) =
Spec(k[M]) le groupe algébrique commutatif affine correspondant. Un k-groupe
algébrique G est dit diagonalisable s’il est isomorphe a un k-groupe de la forme
D(M). On a un isomorphisme naturel uy; : M = D/(I\7)(k) (dualité de Cartier),
il induit une anti-équivalence de catégories entre la catégorie des groupes abéliens
de type fini et la catégorie des k-groupes diagonalisables.

Un k-groupe algébrique affine 1 est de type multiplicatif si uz est un k-groupe
diagonalisable; il revient au méme de demander que p, soit diagonalisable. Si w
est de type multiplicatif, alors ft(ks) (souvent noté 1) est un module galoisien de
type fini (comme Z-module). La dualité de Cartier induit une anti-équivalence de
catégories entre la catégorie des modules galoisiens de type fini et la catégorie des
k-groupes de type multiplicatif (de type fini). Nous utiliserons a plusieurs reprises
le fait suivant « de rigidité ».

Lemme 1.2.1 Soient u et i des k-groupes de type multiplicatif. Soit K une exten-
sion de k telle que K ®j. ks est un corps. Alors les morphismes Homy g, (i, uw) —

Homg g, (k. ) et Isomg_gp (i, ') — Isomg g, (1, i) sont des isomor-
phismes.

Démonstration Soit K une cloture séparable de K contenant K Qi k.
On a un morphisme surjectif # : “al(Ks/k) — Yal(K Qi ks/K) =
Yal(ks/k). Par dualité de Cartier et descente galoisienne, on a Homy_g)p
(w,u) = Homg, (@, m)7“'®/D et de méme Homg_gp(uk,nl) =
Homy, (11, )74/ Ks/K) " Ainsi Homy—_gp (1, u') — Homg _gp(1k, ) est un
isomorphisme. Le cas des isomorphismes est identique. |
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1.2.2 Tores

Un k-tore est un k-groupe de type multiplicatif 7' tel que T est sans torsion. De
facon équivalente, T' est un k-tore si et seulement si Ty, est isomorphe a (G, ,)"
avecr > 0.

Un k-tore est quasi-trivial s’il est isomorphe a un k-tore R4, (Gy,) pour une k-
algebre étale A. De fagcon équivalente, 7" est quasi-trivial si le module galoisien des
caractéres 7 est de permutation.

Remarque 1.2.2 11 faut prendre garde que le k-tore R4, (Gy,) ne détermine pas en
général la k-algebre étale A. D’apres Scott [156], il existe un groupe fini /" munis
de deux sous-groupes I7 et I> non conjugués tels que les I'-modules Z[I" /1]
et Z[I'/I>] sont isomorphes. Si I se surjecte sur I”, alors il existe des extensions
finies séparables de corps k1/k et k2/ k non isomorphes tels que les tores Ry, /1 (G)
et Ry, /1 (Gy,) soient isomorphes.

Exemple 1.2.3 11 est bien connu que les Z/2Z-réseaux indécomposables sont Z,
Z[Z7/27) et Z[Z/27]/Z (e.g. [80, lemme 4.8]). Ainsi si k’/k est une extension
quadratique, un k-tore 7 déployé par k'/k est isomorphe & un produit G%, x
(Rk//k(Gm))h X (R,,i,/k(Gm))C. En particulier, un k-tore T anisotrope déployé par
k' /k est isomorphe a (R,l, / k(Gm))C; dans ce cas, on a T = Z¢ avec action du groupe
de Galois Yal(k'/ k) par —id. La catégorie des k-tore T anisotropes déployés par
k' / k est donc équivalente & la catégorie des réseaux; en particulier, toute suite exacte
est scindée.

Le fait que les extensions de Rll, / «(Gm) = Ry /k(Gm) /G par lui-méme soient
scindées admet la généralisation suivante.

Lemme 1.2.4 Soit K une extension galoisienne finie de k. Soit S un k-tore
anisotrope déployé par K.

(1) Toute extension (centrale) de Rk x(Gm)/Gm par S est scindée.
(2) Toute extension (centrale) de S par R}(/k(Gm) est scindée.

Démonstration

(1) Soitl - § — E — Rg/x(Gy)/Gy — 1. Alors le morphisme Rg /4 (Gy) —
Rk /k(Gp) /Gy se reléve en un morphisme u : Rk x(G) — E. Comme §
est anisotrope, ce morphisme est trivial sur Gy, et définit donc une section de la
suite exacte.

(2) C’est la version duale de (1).
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1.3 Cohomologie galoisienne

1.3.1 Dimension cohomologique

Si [ est un premier, la /-dimension cohomologique de k est définie par
cd; (k) = Inf’q eN | HI ' (k, M)
= 0 pour tout module galoisien fini M [ -primaire}

avec la convention que Inf{fJ)} = co. La dimension cohomologique de k est définie
par

cd(k) = Inf’q eN | H’”l(k, M) = 0 pour tout module galoisien fini M].

Onacd(k) = Sup{cdl k), 1 premier}.

Le cas de cdy (k) est spécial puisqu’il est li€ aux ordres et aux complétions réelles.
On rappelle que le corps k est dit pythagoricien si il est de caractéristique # 2 et si
toute somme de carrés de k est un carré de k. Un tel corps est soit quadratiquement
clos, soit est formellement réel ce qui équivaut au fait que k admette un ordre (Artin-
Schreier, cf. [119, VIIL.4]. Si k admet un ordre, alors le cup-produit (—1) U --- U
(=1) € H"(k, u?") est non trivial pour tout n et il suit que cdy(k) = oo. En
particulier, si k est pythagoricien, k est quadratiquement clos ou (de facon a priori
non exclusive) cdy (k) = oo. Cette digression intervient dans le fait suivant.

Lemme 1.3.1 On suppose que k n’est pas pythagoricien. Soit Q une k-algebre de
quaternions telle que la forme quadratigue ng L ng soit isotrope. Alors il existe
une k-algeébre simple centrale A cyclique de degré 4 telle que A®* est Brauer-
équivalente a Q.

Démonstration On peut supposer que Q est non triviale et que Q = (), a) pour un
caractere x : I, — Z/2Z eta € k*. Si x se releve en un caractere x' : I, —
Z/AZ, alors A = (x/,a) fait I’affaire. Ceci marche donc en caractéristique 2 et
en caractéristique # 2 si —1 est un carré. Il reste a traiter le cas o —1 n’est pas
un carré. En vertu de [120, lemma 2.5], I’hypothese faite sur ng entraine que ng
devient isotrope sur une extension k(\/E) ol b est une somme de deux carrés. Alors
0 = (b, ¢) = (xp, ¢) et on sait que xp se releve en un caractére x' d’ordre 4 [119,
VIIL.5.1]. Par suite, A = (x/, ¢) fait affaire. [ |
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1.3.2 Cohomologie galoisienne des groupes unipotents
déployés

Un k-groupe unipotent déployé (autre terminologie : k-résoluble) est un k-groupe
affine qui est extension successive de G,. Rappelons le lemme suivant sur la
cohomologie galoisienne de ces groupes [153, 1.13].

Lemme 1.3.2 Soient k un corps quelconque et H un k-groupe affine lisse de type
fini. Si U est un k-sous-groupe unipotent déployé distingué de H, alors I’application
canonique

H'k, H) = H'(k, H/U)

est une bijection.

Démonstration Le groupe U admet une suite de composition centrale caractéris-
tique dont les quotients sont des G [59, IV.4.3.14]. Il suffit de traiter, par récurrence,
le cas ot U = GJ. Toute k-forme galoisienne U’ de G/ est isomorphe a G [140,
§V.7, prop. b)] et vérifie donc Hi(k,U) = 0 pour tout i > 0. Si 'on tord U
para € Z'(ks/k, U(ky)) agissant par automorphismes intérieurs de H, on trouve
donc Hi(k,,U) = 0 et on en déduit Iinjectivité de = (cf. [159], prop. 39, cor.
2). Comme U est un sous-groupe invariant abélien de H, on peut le tordre par
c € Z'(ks/k, (H/U)(ky)) et, comme H?(k, .U) = 0, on en déduit la surjectivité
de 7 (cf. [159], prop. 41, cor.). [ |

1.4 Cohomologie plate

La cohomologie plate est définie au moyen des foncteurs dérivés mais dans le cas
d’un corps et d’un k-groupe algébrique commutatif, elle s’exprime aussi par le
procédé de Cech que nous rappelons ici [162, §VI.3], [15, Appendice].

On note ¢ : ®'k — ®;"'k le k-morphisme d’algebres défini par
X Qxy) = ¥ Q- QX1 Q1 ®x; ®--- ®x,. Soit A un k-schéma
en groupes commutatif. Alors €’ induit un morphisme de groupes d' : A(®ﬂ) —
A(®Z+1E). On obtient alors un complexe

dl_d2+d3
EE—

_ 1_g2 _ _ _ _ _
0— AR =5 AG @ B AR Rk @i k) — ...

et H ;-pp y (k, A) est par définition le i-eéme groupe de cohomologie de ce complexe.
En particulier Hf%pf(k, A) = A(k) et

Hi ik, A) = {a € Ak @i k) | d'(a) —d*(a) +d’(a) = 0}/(d" — d*).AK).
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Si0 — A1 — Ay — A3z — 0 est une suite exacte de k-groupes commutatifs,
alors on a une suite exacte longue de cohomologie

R Hlippf(k, Ay) — Hflppf(k, Ap) — Htfppf(k, A3) —> Hf’p;%(k, Ap)...
Enfin, on dispose de morphismes Hik,A) — Hfippf(k, A), ce sont des isomor-
phismes si A est lisse sur k [162, V1.3, th. 43].

Par exemple, pour n > 1, la suite exacte de Kummer 1 — u, — Gy, HaliN
G,, — 1 induit une suite exacte longue

s Hip e ) = HUKk, G) =5 B, G = HIT )

En particulier, vu que H'(k, G,,) = k¥, H'(k, G,) = 1 et H*(k, G,,) = Br(k),

(&, 1tm) —> 2Br(k).

on a des isomorphismes k* / k*"™ —> H}ppf (k, ) et szcpp

1.5 Cohomologie étale, torseurs

1.5.1 Torseurs

Si G est un k-groupe algébrique affine et X une k-variété, un G-torseur sur X est
une k-variété munie d’une action a droite de G et d’un morphisme G-équivariant
w:Y — Xdek-variétésde sorteque ¥ x; G — ¥ xx Y, (v, g) — (y,y.g) estun
isomorphisme et tel que 7 est fidelement plat. L’ensemble des classes d’isomorphie
de G-torseurs sur X est noté Hf%apf(X , G). Si X = Spec(k), cet ensemble coincide
avec I’ensemble pointé de cohomologie plate

Hg ook, G) = {g € Gk @ k) | d'(g) =d"(9)d*(9)}/ G &)

ol G (k) agit de la facon suivante go . g = d°(go) ™! gd'(go). Cette définition et ces
énoncés sont des cas particuliers de faits bien plus généraux [138, §II1.4].

1.5.2 Tores flasques

Si S est un k-tore, on rappelle que 1’on note S le module galoisien des caracteres de
S et (§)O = Hom(f, Z) son dual. Un k-tore S est flasque si H'(F, (§)0) = 0 pour
toute extension de corps F'/k. Les tores quasi-triviaux et leurs facteurs directs sont
flasques. D’un point de vue géométrique, les tores flasques satisfont la propriété
suivante:
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Proposition 1.5.1 (Colliot-Thélene/Sansuc [45, prop. 9]) Soir S un k-tore
flasque. Soit X une k-variété lisse munie d’un ouvert U. Alors ’application de
restriction HI(X, S) — Hl(U, S) est surjective.

Par ailleurs, on sait que H'(k, T) - H L(A”, T) pour tout k-tore T et tout
entier n > 0 en vertu de la suite exacte [47, th. 1.5.1]

0——H'(k, T) ——=H" (A}, T) ——=H' (A}, T)

H'(k, T (ks)) T° ® Pic(A} ) =0

En particulier, il suit que H'(k, S) — HY\(U, $) pour tout k-tore flasque S et tout
ouvert non vide U d’un espace affine Aj.

1.6 R-équivalence

Par k-foncteur, nous entendons un foncteur F : k — Alg — &ns de la catégorie des
k-algebres (commutatives, unitaires) vers la catégorie des ensembles. On dit qu’un
k-foncteur est localement de présentation finie s’il commute aux limites inductives
filtrantes de k-algebres, c’est-a-dire si la fleche lim F(A;) — F (h_m)l Aj) est
bijective pour tout systeme inductif (A;);c; de k-algebres.

Si X est un k-schéma, on sait d’apres Grothendieck que X est localement de
présentation finie si et seulement si son foncteur des points est localement de
présentation finie [172, prop. 31.6.1, TAG 01ZC].

1.6.1 Définition

Nous allons définir selon Manin la notion de R-équivalence pour un k-foncteur F :
k— Alg — &ns.

On note & I’anneau semi-local de la droite affine en O et en 1. On dit que
deux éléments xg, x; € F (k) sont directement R-équivalents s’il existe x € F(O)
satisfaisant x (0) = xg et x(1) = x1. La R-équivalence sur F (k) est alors la relation
d’équivalence engendrée par cette relation élémentaire. On note F'(k) /R 1’ensemble
des classes de F (k) modulo R-équivalence.

Si h : F — E est un morphisme de k-foncteurs, alors on a une application
naturelle f, : F(k)/R — E(k)/R.

Si G est un k-foncteur en groupes, on note RG (k) ’ensemble des éléments R-
équivalents a 1 € G (k). Alors RG (k) un sous-groupe distingué de G (k) et on a une
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bijection naturelle G (k)/RG (k) = G (k)/R qui munit ’ensemble G (k)/R d’une
structure naturelle de groupe. De plus deux points de G (k) qui sont R-équivalents
le sont directement [75, II.1.1].

Exemples 1.6.1

(a) Si X est un k-schéma, I’ensemble X (k) est muni de la R-équivalence. C’est le
cas qui a été considéré par Manin dans son étude des surfaces cubiques [126,
§14].

(b) Si G est un k-groupe algébrique, alors G(k)/R est un quotient de G (k). En
outre, si k est infini, deux points de G (k) R-équivalents le sont directement et
ona G(k)/R = G(k(t))/R ou k(t) désigne le corps des fractions rationnelles a
une variable [75, II.1.1].

(c) Si G est un k-groupe algébrique, alors Bg(A) = Hé,pf(A, G) définit
un k-foncteur. Ce foncteur Bg commute aux limites inductives (Grothen-
dieck/Margaux [127]). On définit alors RHprf(k, G) comme le sous-ensemble

des classes R-équivalentesa 1 € Hfi)pf(k’ G).

Proposition 1.6.2 Soit M un k-groupe de type multiplicatif.

(1) Soit1 - M &N S — E — 1 une résolution ou S est un k-tore flasque
et E un k-tore quasi-trivial (cela existe, voir [46, lemma 0.6]). Alors ’appli-

cation Hé)pf(k, M) — H'(k, S) induit un isomorphisme Hé)pf(k, M)/R =
H'(k, S) de sorte que RHflppf(k, M) est I'image de I’application caractéris-
tigue ¢ : E(k) — Hfgpf(k, M).

(2) Si M est déployé par une extension métacyclique, alors Hfi)pf(k’ M)/R = 1.

Rappelons qu’un groupe fini I" est métacyclique si tous ses groupes de Sylow
sont cycliques. Cette condition® entraine que I" est une extension d’un groupe
cyclique fini par un groupe cyclique fini [6, 39.3]. Une extension galoisienne k'/k
est dite métacyclique si son groupe de Galois est métacyclique.

Démonstration

(1) On considere la suite exacte E (k) 24, Hf; otk M) — HY'(k,S) > HY(k,E) =
0. Comme RE(k) = E(k) et que ’application caractéristique se généralise
a tout k-schéma, il suit que ¢(E(k)) C RHL .(k, M), d’ot I'inclusion

fppf
ker (Hé)pf(k, M) — H'(k,S)) € RHf;pf(k, M).

Par ailleurs, comme H'!(k, S) - H L, s) pour tout ouvert U non vide
de A,i, il suit que I’application Hf%apf(k, M) — H'(k, S) induit une application
Hé)pf(k, M)/R — H I(k, S). En combinant avec les faits précédents, on conclut

que I’on a un isomorphisme Hf;pf(k, M)/R N H'(k, S).

2 Attention, la référence [6] utilise un sens plus faible pour la notion de groupes métacyclique,
c’est-a-dire extension de groupes finis cycliques.
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(2) Si M est déployé par une extension métacyclique L/ k, alors on peut choisir S et
E aussi déployés par L. On sait alors que H' (k, §) = 0 d’aprés Colliot-Thélene
et Sansuc [45, cor. 3]. [ |

1.6.2 Deux variantes: la Ry et la Ry-équivalence

On peut également définir I’ensemble des composantes connexes naives de la facon
suivante.

On dit que deux éléments xp, x; € F (k) sont directement Rp-équivalents s’il
existe x € F(k[t]) satisfaisant x(0) = xp et x(1) = x;. La Rp-équivalence sur
F (k) est alors la relation d’équivalence engendrée par cette relation élémentaire.
On note F(k)/ Ry I’ensemble des classes de F' (k) modulo R-équivalence. Si F est
un foncteur en groupes, la relation élémentaire coincide avec la relation Ry.

Exemple 1.6.3 Si G désigne un k-groupe semi-simple simplement connexe absolu-
ment presque k-simple et isotrope, on sait que le groupe G (k)/ Ry est isomorphe au
groupe de Whitehead de G (Margaux, [128]).

Il est aussi intéressant d’autoriser un pole supplémentaire. On dit que deux élé-
ments x, x» € F(k) sont directement’ Rji-équivalents s’il existe x € F(k[t, t’l])
tels que x1, x € x(k*) C F(k). La Rj-équivalence sur F (k) est alors la
relation d’équivalence engendrée par cette relation élémentaire. On note F(k)/R;
I’ensemble des classes de F modulo R;-équivalence; si F' est un foncteur en
groupes, la relation élémentaire coincide avec la relation R;. Voici un premier
exemple intéressant.

Exemple 1.6.4 Soit n un entier inversible dans k, n > 1 et considérons le k-
foncteur B,(F) = H'(F,PGL,) des classes d’isomorphie d’algebres simples
centrales de degré n. D’apres [84, Th. 11.4], H 1(Gm,k, PGL,,) est décrit par les
classes de couples (Ao, x) ou Ap désigne une k-algebre simple centrale de degré
n et un caractere x € Hom, (I, Z/nZ) de sorte qu’il existe une sous k-algebre
commutative étale K C Ag de degré n satisfaisant xx = 0. En outre, la classe dans
le groupe de Brauer Br(G,, x) associée a un couple (Ag, x) est [Aolg,, + x U (1).

Ainsi si Ag, A1 désignent des k-algebres simples centrales de degré n, alors Ag
est directement Rj-équivalent a A; si et seulement s’il existe un caractere y €
Hom,; (I'y, Z/nZ) et une sous-algebre étale K C Ag de degré n telle que xx = O et
[A1] = [Ao] + x U (a) dans Br(k) pour un scalaire a € A*. Ainsi A est déployée
par K et K se plonge dans Aj. Examinons les cas particuliers suivants:

(1) Si Ag = M, (K), alors les k-algebres directement R;-équivalentes a A sont les
k-algebres simples centrales cycliques de degré n.

3Noter que la relation est triviale si k est le corps 4 deux éléments.
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(2) Si n est premier et Ag = M,(K), alors Ay est Rj-équivalente a Ay si et
seulement si A est directement Rj-équivalente a A et si et seulement si A
est cyclique.

On peut alors raffiner 1égerement la Proposition 1.6.2.(2).
Lemme 1.6.5 Soit M un k-groupe de type multiplicatif.

(1) Soita € Hfi)pf(k’ M). Alors @ € Rle;pf(k, M) si et seulement s’il existe un
entier n > 1 et un plongement i : u,, — M telle que a € Im(Hprf(k, Un) —
1
prpf(k, M)).
(2) On suppose que M est un k-tore déployé par une extension cyclique de degré
premier. Alors Rle;pf(k, M) = Hf},pf(k, M).

Démonstration Soit1 —- M — S — E — 1 une résolution flasque de M.
(1) On suppose que @ € R1Hf;pf(k, M). Alors il existe une classe y € Hprf(Gth

M) etty € k™ telle que y(1) = O et y(tp) = «. Comme Hl(k, S) =
HY Gk, S) (§1.2.2), il suit que Iimage de y dans H'(G,x, S) est nulle
et y provient par ’application caractéristique ¢ : E(G,) — H 1(Gm,k, M)
d’une classe x € E(Gy,) qui satisfait x(1) = 1. En d’autres mots, il existe
un homomorphisme f : G, — E tel que y est la classe du M-torseur S’
déduit par « pull-back » du M-torseur S sur E. Le k-schéma S’ est muni
d’une structure de k-groupe multiplicatif et s’insere dans une suite exacte
1 > M - 8§ — G, — 1. La classe d’une telle extension étant de
torsion, il existe un entier n tel que le « pull-back»  de cette extension par

le morphisme f;, : Gy, xn G, est I’extension triviale. En d’autres mots, il
existe un homomorphisme f, : G, — S’ relevant f, et on a un diagramme
commutatif exact de k-groupes de type multiplicatif

i

1 M S E 1
S

1 M—tsy G 1
frT anT ide

1 fn G —2> Gy 1.

Quitte a effectuer le quotient par ker( f;) dans la suite du bas, on peut supposer
que f4 est un k-plongement. Ainsi [x] € Hprf(Gm,ka M) est I’'image de

(1) € K[F=/kH T = Hy ((Gon e, ) par foe t Hyyo oGk i) —
Hg (G, M). On conclut que @ = y(i) = x(t0) = frs((1)(t0) €
R Hé)pf(k, M). La réciproque est évidente.
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(2) On suppose que le tore M est déployé par une extension cyclique k'/k de
degré p premier. On peut supposer que les tores de la résolution flasque
1 > M - § - E — 1 sont aussi déployés par k'/k. Ainsi le k-tore
quasi-trivial E est un produit de Gy, et de Ry /x(Gy). Comme les facteurs
Ri/k(Gyy) se relevent a S, on peut supposer que E est un k-tore déployé.
Comme on vient de le voir, il suit que I’'image de I’application caractéristique
¢ : Ek) — Hflppf(k, M) est incluse dans RlHéjpf(k,M). Par ailleurs,
I’hypothese entraine que ¢ est surjective (Prop.1.6.2.(2)), ce qui permet de
conclure que Rle;pf(k, M) = Hfi)pf(k, M). [ ]

1.6.3 Un exemple

Soient L/k une extension quadradrique étale et K une k-algebre étale de degré
n > 1. On considere le k-tore

N,
T = ker (RL/]C(R}(@]{L/L(Gm)) —L& R}(/k(Gm))

qui est isomorphe au conoyau de R}(/k(Gm) — RL/k(R}@kL/L(Gm)). On
considere le diagramme commutatif

| —— Ry (G —=Rujk(Rk g, 11 (G)) —= T —— 1

T T

j2%) Rp/k(2) j7%) 1;

il définit un plongementi : up <— T.

Lemme 1.6.6 On suppose que K @y L = K x K. Alorsiy : k*/(k*)?> — H'(k, T)
est surjectif. En particulier, on a RiHYk,T) = HY(k, T).

Démonstration On considere la suite de cohomologie

H (K, Reje(Rk g, 10(Gm)) ——= H'(k,T) —— H2(k, Ry ) (Gn)

— H? <k7 RL/k(R}(@)kL/L(Gm)))'

Le premier s’identifie & L™ /Nyigk /L (K ® L)), le troisiéme a coker(Br(K) —
Br(k)) et le quatrieme a coker(Br(K ®; L) — Br(L)). L’hypothese implique que
la restriction Br(K) — Br(K ®; L) est injective. Par une chasse au diagramme
il vient que L*/Nigk/L (K @ L)*) — HY(k, T) est surjective. Le diagramme
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commutatif

L*/Nrok/L(K ® L)¥) = H'(k, RL/k(R}(/k(Gm))) S H'(, T)——>0

| |

1k, Reg(n2)) H(k, 12)
LX/(LX)XZ Neje kX/(kX)2

permet de conclure a la surjectivité de i,.



Chapitre 2 m)
Groupes réductifs ki

Nous rappellons tout d’abord les notions de la base de la théorie des groupes
réductifs que 1’on trouve dans les livres de Borel [19], Springer [165], Malle-
Testerman [125] ainsi que leur cohomologie galoisienne.

2.1 Définitions

2.1.1 Groupes unipotents et résolubles

Un k-groupe algébrique affine G est résoluble s’il posséde une suite de composition
a quotients commutatifs. Cette propriété est stable par sous-groupe, quotient et
extension, en outre, elle est insensible a toute extension de corps [59, IV.2.7].

Le k-groupe algébrique affine G est unipotent si Gy admet une suite de
composition dont les quotients successifs sont des sous-groupes algébriques de
G, - Un k-groupe unipotent est résoluble, cette propri€té est insensible a toute
extension de corps [60, XVIL.2.2] et elle est stable par sous-groupe, quotient et
extension.

2.1.2 Radicaux

Soit G un k-groupe algébrique affine lisse et connexe. On rappelle qu’il admet le
k-sous-groupe dérivé DG qui est lisse connexe et qui est caractérisé par le fait que
DG(F) = [G(F), G(F)] pour tout k-corps F algébriquement clos [59, 11.5.4.8].
Le quotient G, = G/DG est appelé ’abélianisé de G.

© Springer Nature Switzerland AG 2019 17
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Le k-groupe G admet un plus grand k-sous-groupe connexe lisse résoluble
(resp. unipotent) distingué, il est noté Ry (G) (resp. Ry, «(G)) [53, A.1.15]; il faut
prendre garde que ces constructions ne commutent pas aux extensions de corps
(elles commutent cependant dans le cas d’une extension séparable). Un k-groupe
affine lisse et connexe est réductif (resp. semi-simple) si R, x(Gp) = 1 (resp.
Rz(Gg) = 1). Etant donné une suite exacte de k-groupes affines lisses et connexes
1 - G = Gy - G3 — 1, G est réductif (resp. semi-simple) si et seulement si
G et G3 sont réductifs (resp. semi-simples).

Le k-groupe semi-simple G est presque simple si G n’admet pas de k-sous-
groupe algébrique connexe lisse distingué non trivial; G est absolument presque
simple si Gy est presque simple.

Soit G un groupe réductif. On sait que G, est un k-tore algébrique noté
corad(G); il est appelé le tore coradical de G [60, XXII.4.3]. Le lemme de
Rosenlicht indique que

*
X

(corad(G)) (k) = Homg_,,(Gr. G, ) = ker (K[G]* 1o ¢ ).

Le radical Ry(G) est un k-tore et sa construction commmute aux extensions de
corps; il est appelé le tore radical de G et est noté rad(G). Le quotient G/ R (G) est
semi-simple, il est noté G** et est appelé le semi-simplifié de G. On a un diagramme
commutatif exact

1 1
1 1 DG G*s 1
1 rad(G) G G* 1

corad(G) —— corad(G)

ou u est un k-groupe de type multiplicatif fini. En particulier, rad(G) — corad(G)
et DG — G*’ sont des isogénies et DG est semi-simple.

Lemme 2.1.1 Soit 1 - G — G, — G3 — 1 une suite exacte de k-groupes
réductifs. On note v le noyau de corad(G1) — corad(G2). Alors v est un k-groupe
fini de type multiplicatif et la suite

1 — corad(G1)/v — corad(G3) — corad(G3) — 1

est exacte.
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Démonstration On dispose d’un complexe 1 — corad(G1) — corad(Gz) —
corad(G3) — 1. La surjectivité de corad(G,) — corad(G3) est évidente. D’apres
[153, 6.1.1], on a une suite exacte

0 — corad(G3) (k) — corad(G2)(k) — corad(G1)(k) — Pic(G; 7).

Comme Pic(GiE) est fini [153, lem. 6.9.(i)], il suit que D(k) est fini, donc v
est un k-groupe fini de type multiplicatif. La suite de modules galoisiens 0 —
CO&i(\Gﬁ — cogd(\Gg) — ker (co&d-(\Gl) — ’13) — 0 est exacte d’ou celle
de 1 — corad(G1)/v — corad(G;,) — corad(G3) — 1 par dualité de Cartier. N

2.1.3 Sous-groupes paraboliques

Définition 2.1.2 Soit G un k-groupe affine lisse et connexe. Un k-sous-groupe P
de G est parabolique s’il est lisse et connexe et si la variété quotient G/ P est propre.

Si G est réductif, cela correspond a la définition usuelle. De plus, cette définition
est insensible a toute extension de corps.

Lemme 2.1.3 Soient G un k-groupe affine lisse et connexe muni d’'un k-sous-
groupe unipotent lisse U, connexe et distingué de G. On note v : G — G/U
le quotient. Alors tout k-sous-groupe parabolique de G contient U et il y a une
correspondance naturelle

{k-sous-groupes paraboliques de G/ U }

<« {k-sous-groupes paraboliques de G }

Elle applique un sous-groupe parabolique Q de G/U sur w~'(Q) et inversement
un k-sous-groupe parabolique P de G sur P/ U.

Démonstration Pour la premiere étape, il est loisible de supposer k algébriquement
clos. Alors U est déployé, c’est-a-dire extension successive de G, [59, IV.4.3.4] Soit
P un k-sous-groupe parabolique de G. On considere I’action de U sur la variété
propre G/P. Le théoreme de point fixe de Rosenlicht implique qu’il existe un k-
point fixe pour cette action [59, IV.4.3.2]. Ainsi il existe g € G(k) tel que [gP]
est fixe par U. De fagon équivalente $U fixe [ P] mais comme U est distingué dans
G,onaque $U = U fixe [P],dou U C P. Comme G/P = (G/U)/(P/U), il
suit que P/U est un k-sous-groupe parabolique de G/ U et la correspondance est
immédiate. |
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2.1.4 Sous-groupes de Borel, couples de Killing

Définition 2.1.4 Soit G un k-groupe affine lisse et connexe.

(1) Un k-sous-groupe B de G est de Borel si By est lisse, résoluble et connexe et
est maximal pour ces propriét€s dans Gz.

(2) Un couple de Killing est une paire (B, 7)) ou B est un k-sous-groupe de Borel
de G et T un k-tore maximal de B (et donc de G).

Si B est un sous-groupe de Borel de G, alors B est un sous-groupe parabolique
de G et c’est méme un k-sous-groupe parabolique minimal de G [19, §11.2].

Si G est réductif, on dit que G est déployé (resp. quasi-déployé) si G admet un
k-tore maximal qui est déployé (resp. un k-sous-groupe de Borel). Si G est déployé,
alors chaque k-tore maximal déployé de G se complete en un couple de Killing
(ibid, th. 18.7). Ainsi déployé entraine quasi-déployé.

2.1.5 Systemes de racines relatifs

D’apres Borel-Tits [22], les k-tores déployés maximaux de G sont G (k)-conjugués.
Soit S C G un k-tore déployé maximal, son rang est appelé le k-rang de G. Si S est
non trivial (resp. trivial), on dit que G est isotrope (resp. anisotrope). Si S est non
central (resp. central) dans G, on dit que G est réductible (resp. irréductible).

Dire que S est réductible est équivalent au fait que ’ensemble des racines
@(G, S) de S pour la représentation adjointe de G est non vide. Dans ce cas,
@(G, S) est un systeme de racines appelé le systeme de racines relatif de G par
rapport a S. Le k-groupe Cg(S) est un sous-groupe de Levi d’un k-parabolique
minimal P de G et le couple (P, Cg(S)) est unique a G (k)-conjugaison pres. Le k-
groupe DCg (S) est semi-simple, anisotrope et est appelé le noyau anisotrope de G.

Son type s’identifie graphiquement de la facon suivante. On plonge S dans un
k-tore maximal 7. Comme T, est déployé, on dispose du systeme de racines absolu
@ (Gy,, Tx,) et on note A le diagramme de Dynkin correspondant.

Alors Py, est un kg-parabolique de Gy, et sa classe de conjugaison est encodée
par une partie / de A (avec la convention croissante, i.e. Go = G) dont le
complémentaire A \ [ est indiqué graphiquement par ®. L’ensemble [ est alors
le diagramme de Dynkin absolu du k-groupe semi-simple DCg (S).

Exemple 2.1.5 Soit g une forme quadratique réguliere de dimension 2n > 4 et
d’indice de Witt r = 1. Alors le k-groupe G = SO(q) est semi-simple de k-rang 1.
Son diagramme de Dynkin absolu est D, et son noyau anisotrope est de type D;,_1
et est illustré de la facon suivante:
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Ce diagramme est noté lDr(ll{ par Tits [175]. Les tables sont reproduites en
appendice.

2.2 Classification par la cohomologie galoisienne

2.2.1 L’invariant %

Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe. Il existe un unique k-groupe
semi-simple déployé G tel que Gfi = Gy, . Soit (B4, T) un couple de Killing
pour G¢ et notons A le diagramrﬁe de Dynkin associé. On a une suite exacte
(scindée) de k-groupes 1 — ng — Aut(GY) LN Aut(A) — 1 ou Aut(A) est un
groupe fini [60, XXIV.3.10]. Le yoga des k-formes montre que I’ensemble pointé
H'(k, Aut(G?)) classifie les k-formes de G. On dispose donc d’une application

e : H'(k, Aut(G%)) — H'(k, Aut(A)) = Hom,; (%, Aut(A))/Aut(A).

La classe 74[G] € H'(k, Aut(A)) est appelée I’invariant x de G.

Exemple 2.2.1 Si A est connexe, on a Aut(A) = 1,Z/2Z ou S3, ce dernier cas
étant exclusif au type D4. Si Aut(A) = Z/27Z (resp. S3), I'invariant * est la donnée
d’une classe d’isomorphie d’une k-algebre étale quadratique (resp. cubique).

L’ensemble pointé H L(k, Aut(G?)) contient I’ensemble des classes d’iso-
morphie H ql 4k, Aut(Gd)) des k-formes quasi-déployées de G. Suivant [60,
XXIV3.11], cette application induit une bijection H,,(k, Aut(G?)) =
H'(k, Aut(A)). En particulier, une k-forme quasi-déployée de G? est déterminée,
a isomorphisme pres, par son invariant .

2.2.2 Formes intérieures et fortement intérieures

Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe. Il existe un unique k-groupe
semi-simple déployé G¢ tel que G;{"S = Gy, . 11 existe un k-groupe semi-simple
quasi-déployé G? tel que G est une k-forme intérieure de G, cela signifie qu’il
existe un l-cocycle z € Z'(I't, (G1/C(G?))(ky)) tel que G = _GY. Le k-groupe
G est unique a isomorphisme (non unique) pres; de facon plus précise, G et G4
ont méme invariant .

Si [z] appartient 2 I'image de H'(k, GY) — H'(k, (G%/C(G?)), on dit que G
est une forme fortement intérieure de sa forme quasi-déployée.
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Si G1 est déployé, on dit que G est une forme intérieure; si de plus G est une
forme fortement intérieure de G7, on dit simplement que G est une forme fortement
intérieure.

2.2.3 Cohomologie galoisienne et sous-groupes paraboliques

Soit G un k-groupe réductif et P un k-sous-groupe parabolique. Le théoreme
de Borel-Tits énonce que G(k) agit de facon transitive sur (G/P)(k) et que
I’application H'(k, P) — H'(k,G) est injective [22, th. 4.13]; de plus I’'image
de H'(k, P) dans H'(k, G) correspond aux classes [z] € H'(k, G) telles que le
groupe tordu ;G admette un k-sous-groupe parabolique qui est kg-conjugué a P.

Soit M un k-sous-groupe de Levide P. Alors P = R, (P) x M etlelemme 1.3.2
indique que I’application H'!(k, M) — H!'(k, P) est bijective. Le complément
suivant est bien connu.

Lemme 2.2.2 On suppose que G est semi-simple simplement connexe.

(1) Le k-groupe DM est semi-simple simplement connexe et corad(M) = M/DM
est un k-tore quasi-trivial. En particulier, Uapplication H'(k, DM) —
H(k, M) est surjective.

(2) L’application HY(k, DM) — Hl(k, M) est surjective. En outre ’'image de
H'(k, DM) dans H'(k, G) consiste en les classes [z] € H'(k, G) telles que
le groupe tordu ;G admette un k-sous-groupe parabolique qui est ks-conjugué
aP.

Démonstration

(1) Pour la simple connexité de DM, voir [165, Ex. 8.4.6.(5)]. Pour le fait que
corad(M) est quasi-trivial, nous renvoyons a [49, lemma 5.6].

(2) Ainsi on a H'(k,corad(M)) = 1 d’ou la surjectivité de H'(k, DM) —
H'(k, M) = H'(k, M). |

2.2.4 Classes de Tits

On suppose que G = ;GY. Inversement il existe une classe unique vg = [a] €
H'(k, Gq) telle que GY = ,G [115, 31.6]. On note z°7 € Z'(k, .GI ) 1e cocycle
opposé 2 z, il est défini par o > z;' € ;G(ks). Ona G¢ = o (ZGq). Par suite,
I’image de vg par I’application H'!(k, Guq) — H\k, :G1,,) est[7°7].
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Remarque 2.2.3 11 est déroutant a premiere vue de voir que la classe [z°P] est
unique, mais pas [z].

On considere la suite exacte centrale
1->C(G)—> G— Ggg— 1

de k-groupes algébriques pour la topologie plate (§1.4). Elle donne lieu a une suite
exacte d’ensembles pointés

1 = C(G)(k) » G(k) = Gaalk) ¥

8
Hg, ¢k, C(G)) — Hg,oc(k, G) — Hyye(k, Gaa) —> Hige(k, C(G)).

L’homomorphisme ¢¢ est appelé I’application caractéristique et I’application § la
fleche de bord. Puisque G (resp. G,q) est lisse, la cohomologie plate de G (resp.
G 4q) coincide avec la cohomologie galoisienne [60, XXIV.8], i.e. on a une bijection

Hl(k, G) = Hfi)pf(k, G). Suivant [115, 31.6], on définit la classe de Tits de G par
la formule suivante

t6 = —86(v) € Higpy(k, C(G)).

Comme GZ 4 agit trivialement sur C(G?), on a une identification C(G) = C(GY) et
la bijection de torsion 7, s’insére dans le diagramme commutatif suivant [87, IV.4.2]

3
H'(k, Gaa) — H{ (k, C(G))

zlrj ?+BGq([z])lz

H'(k, G )ﬁm (k, C(GD))
> “ad fppf ™

Par suite on a 1 = §gq([z]) ce qui était la définition originale de Tits [176, §1].
En particulier, la classe de Tits est I’unique obstruction a ce que G soit une forme
fortement intérieure de sa forme quasi-déployée.

Lemme 2.2.4 Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe satisfaisant
H'(k,G) = 1.
1. Le bord H' (k, G 4q) — Hf%pf(k, C(G)) a un noyau trivial.

2. Soit G' une k-forme intérieure de G. Alors G et G' sont isomorphes si et
seulement si tg: = tg.
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Démonstration
(1) C’est une conséquence immédiate de la suite exacte d’ensembles pointés [87,
§IV4]
1= C(G)(k) = Gk) = Gaa(k) 255 ...

g/
Hyg ook, C(G)) — Hyyi(k, G) — Hyp ok, Gaa) — Hgi(k, C(G)).

(2) Le sens direct est évident et n’utilise pas ’hypothese H'(k, G) = 1. Pour la
réciproque, on écrit G’ = ,G ol a désigne un 1-cocycle galoisien a valeurs
dans Guq(ks). Ainsi G = ;G et G’ = ,G? o z, = za, pour tout s € Tk.
On a en particulier des identifications C(G’) = C(G) = C(G?). On a vu que
t¢ = 8¢a([z]) et que tgr = 8ga([z']). Lhypothése 76 = 1 entraine donc que
8¢4([z']) = 8ga([z]). On utilise de nouveau le diagramme commutatif

H'(k, Gaa) —C> H2 (K, C(G))
» Uad fppf VS

zlfz zii’—i?c([z])

Gq
H'(k, GI) *‘LHépf(k, C(G?)).

Comme t,[a] = [2'], il suit que §g¢([a]) = 1. Le (1) implique que [a] = 1 €
H'(k, Gaq) ce qui permet de conclure que G’ est isomorphe & G. |

2.3 Sous-groupes réductifs de rang maximal

Soit G un k-groupe réductif.

2.3.1 Sous-groupes maximaux

Un k-sous-groupe algébrique lisse H de G est maximal si H C G et si pour tout
k-sous-groupe H' de G lisse satisfaisant H C H' € G,ona H = H' ou H' = G.

Théoreme 2.3.1 Soit H un k-sous-groupe algébrique lisse de G qui est un sous-
groupe maximal. Alors H est un k-sous-groupe parabolique ou H® est réductif.

En caractéristique nulle, ce résultat est du a Morozov. En caractéristique libre, il
est du a Borel-Tits [23, cor. 3.3].
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Si H estun k-sous-groupe réductif de rang maximal de G, alors on peut comparer
les systemes de racines de G et H en prenant un k-tore maximal 7 de H. Alors
@ (Hy,, Tx,) est une partie symétrique de @ (Gy,, Tk, ).

On dit que H est non exotique si @ (Hy,, Ty, ) est une partie close de @ (G, , Tk,)
et exotique dans le cas contraire. Le cas exotique n’apparait qu’en caractéristique 2
et 3, voir [146, §2]. Nous reviendrons sur les sous-groupes réductifs maximaux non
exotiques au §3.1.2.

2.3.2 Constructionde Gg, 1

Soient G un k-groupe semi-simple et 7 un k-tore maximal de G. Nous allons asso-
cier a chaque sous-tore S de 7" un k-sous-groupe réductif Gg r de G contenant 7.

Dans ce but, on considere le systeme de racines R = @ (Gy,, Tx,) dans I’espace
vectoriel V = ?(ks) ®z R; V est muni d’un produit scalaire canonique {, ). On a
une décomposition

ZLie(Gy,) = Lie(Tr,)) ® P ks ta

a€R

et des sous-groupes radiciels Uy de Gy, tels que Zie(Uy) = uy pour tout o € R.

Le sous-ensemble des racines @ (Cg(S)k,, Tx,) de @ (Gy,, Tx,) engendre un
sous-espace vectoriel Vg de V. On note R’ = VSJ- N R et V' le sous-espace vectoriel
de V engendré par R'.

D’apres [25, VIL.1.1, corollaire & la proposition 4], R” est un syst¢me de racines
dans V’. Comme R’ est une partie close de R, on sait d’aprés [60, XX.5.4.2,
XX.5.4.7] qu’il existe un unique k-sous-groupe lisse connexe (Gs,7)k, de G,
contenant 7y, et d’algebre de Lie

Zie(T)® P ua S Lie(Gy,).

aeR’

Comme R’ est symétrique, (Gs.7)k, est réductif (ibid, XX.5.10.1) et ce groupe est
engendré par T et les sous-groupes radiciels attachés aux racines de R’.

L’unicité montre que cette construction se descend a k et donne lieu a un k-sous-
groupe réductif Gg r de G. On a donc montré le

Lemme 2.3.2 [l existe un unique k-sous-groupe réductif Gs t de G satisfaisant les
conditions suivantes:

(i) T S Gsr;

(i) ®((Gs,1)k,» Tx,) = ia € D(Gi,, Tx,) | (e, B) =0 VB € @(Ci(S)k,» Tks)}~
[ |



26 2 Groupes réductifs

Lemme 2.3.3 Soient S, S» deux sous-tores de T .

(1) Le k-groupe DG s 7 commute a DCg (S).
(2) SiS1 € S, 0naGs,,r CGs, 7.

Démonstration On peut supposer que k = k.

(1) Sia € RretB € &(C;(S),T),ona (a, B) = 0, donc U, et Upg commutent.
Comme DZg, 1 est engendré par les U, et DCg(S) par les Ug, on conclut que
DG 7 commute a DCg(S).

(2) On note R} (resp. R)) les racines de G, 1 (resp. Gs, 7). On a Cg($2) C
CG(S1), d7ot @(C(S$2)) € @(Cs(S1)) et R| € R),. i vient G, ;7 € Gyg,,T-

|

Remarque 2.3.4 Cette construction se généralise de facon convenable au cas d’un
schéma en groupes réductifs.

2.3.3 Intersection de groupes paraboliques

Nous n’avons pas trouvé dans la littérature une référence pour le fait suivant.

Lemme 2.3.5 Soient G un k-groupe algébrique réductif et T un k-tore maximal de
G. Soient Py, ..., P, des k-sous-groupes paraboliques de G contenant T et on note
M; l'unique k-sous-groupe de Levi de P; contenant T pouri = 1,...,n. On pose
H= PietM = () M. Alors H et M sont lisses et connexes et on a

i=1,...,n i=1,...,n

ZLie(H) = ﬂ Lie(P), Lie(M)= ﬂ ZLie(M;).

i=1,...,n i=1,...,n

Démonstration On peut supposer le corps k algébriquement clos. Notant 7; =
rad(M;) le tore radical de M;, on sait que M; = Cg(T;) pouri = 1,...,n. Par
suite, M est le centralisateur dans G du sous-tore S de T engendré par les T7;, il est
donc lisse et connexe [60, XIX.1.3]. En outre, Lie(M) = ZLie(G)S (ibid, 1.9),
douLie(M)= [\ ZLie(M;).
i=l1,...,n
Pour la lissité de H, on va utiliser un résultat de Borel-Tits en écrivant P; =
Gy, , c’est-a-dire que P; est le sous-groupe de G associ€ au sous-systeme de racines
parabolique v; de @ (G, T). Comme les v; sont clos et convexes, Y1 N --- N Y,
est clos et convexe de sorte que Gy, n...ny, €st connexe [22, prop. 3.22.b]. Par une
récurrence immédiate sur le (a) de cette référence, on obtient que H = Gy, n...ny, -
Ainsi H est lisse et cette méme référence indique que Lie(H) = [ ZLie(P).
i=1,...,
|

1= n



2.4 Résolutions flasques 27
2.4 Résolutions flasques

Un k-groupe réductif G est quasi-trivial si DG est semi-simple simplement connexe
et si le quotient G/ DG est un tore quasi-trivial.

Une résolution flasque d’un k-groupe réductif G est une suite exacte | — S —
G’ — G — 10U S est un k-tore flasque et G’ est un k-groupe réductif quasi-trivial.
D’apres Colliot-Thélene [42], un k-groupe réductif G admet une résolution flasque,
le cas des tores est traité dans la référence [45].

Pour un k-groupe de type multiplicatif p, il existe une autre sorte de résolution
flasque de la forme 1 — w — § — E — 1 ou § est un k-tore flasque et E un
k-tore quasi-trivial [46, prop. 1.3].

Notes

La plupart des concepts développés ici s’étendent aux schémas en groupes réductifs,
voir [60, XXIV] et [82].



Chapitre 3 m)
Sous-groupes des groupes algébriques, Sheiie
déploiement

On étudie une classe importante de sous-groupes multiplicatifs d’un groupe réductif
a savoir la classe des sous-groupes toraux. Leurs centralisateurs donnent lieu a des
sous-groupes réductifs de rang maximal qui permettent de nombreuses réductions
dans I’étude des tores maximaux et de la cohomologie galoisienne d’un groupe
réductif.

3.1 Plongements de sous-groupes de type multiplicatif et
leurs centralisateurs

3.1.1 Lissité des centralisateurs, sous-groupes toraux

Proposition 3.1.1 Soit M un k-groupe algébrique affine agissant sur un k-groupe
algébrique affine G. On note H le k-sous-groupe de G des points fixes sous M, i.e.
H = GM. On suppose que M est linéairement réductif, (i.e. la catégorie Rep, (M)
des représentations linéaires de dimension finie est semi-simple).

(1) L’espace homogéne G/H est un k-schéma affine;

(2) Si G est lisse, alors H est lisse;

(3) Si G est réductif, alors H® est réductif:

(4) Si M est un k-sous-groupe fermé de G et agit par automorphismes intérieurs
sur G, alors Co(M)? = Ng(M)°. En outre, si G est réductif. Ng(M)° est

réductif.
Démonstration Pour (2), voir [59, 11.5.2.8] ou [53, A.8.10]. Pour les autres asser-
tions, voir [150, prop. 10.1.5]. |
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En particulier, les groupes de type multiplicatif sont linéairement réductifs [59,
I11.6.6.3], donc la proposition vaut dans le cas ou M est un k-groupe de type
multiplicatif.

Lemme 3.1.2 Soient G un k-groupe réductif et u — G un k-sous-groupe de type
multiplicatif. On pose H = Cg ().

(1) Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) il existe un k-tore T de G contenant |;
(i) p € HY;
(iii) rg(H®) = rg(G).

(2) On suppose que (. est k-plongeable dans un k-sous-groupe de Borel B de G.
Alors il existe un k-tore maximal T de B contenant L.

Démonstration

(1) (i) = (ii) : On suppose qu’il existe un k-sous-tore T de G contenant . On a
T C H=Cg(n). Comme T est connexe,ona T C H°, d’ot u C HO.

(ii) = (iii): On suppose que u C H. D’aprés la Proposition 3.1.1, H°
est un k-groupe réductif. Comme H commute i u, on a a fortiori u C C(HP).
Soit 7 un k-tore maximal de H°. Comme C(H®) C T, il suit que u C T. Soit
maintenant E un k-tore maximal de G contenant 7, alors u C Eet E C HY =
Cpo(w). Ainsi rg(H®) = rg(G).

(iii) = (i): évident.

(2) Onpose L = (BM)0, ¢’est un k-groupe lisse et connexe. On note Y la k-variété
des couples de Killing de G et X la k-variété des sous-groupes de Borel de
G [60, XXII.5.8.3]. On dispose d’un morphisme lisse 7 : ¥ — X, qui est
p-équivariant. Comme p est de type multiplicatif, le morphisme induit 7# :
Y* — XM est lisse [53, prop. A.8.2.10.(2)]. Le k-groupe B définit un point
x € XH"(k) et on veut montrer que (") ~1(x) a un k-point. C’est le cas si k
est séparablement clos ce qui montre en particulier que rg(L) = rg(B). D’apres
Grothendieck [60, XIV.1.1], L admet un k-tore maximal, donc T est un k-tore
maximal de B contenant pi. |

Comme la condition (1)(ii) est insensible a toute extension de corps, il en est
de méme de (1)(i), on dit alors que le k-sous-groupe u de G est toral. C’est le cas
notamment si 4 est un sous-groupe fini de G-

Proposition 3.1.3 (Serre, cf. [146, prop. 6.2]) Soit n un entier, n > 1. Soit G un
k-groupe réductif et f : nu, — G un monomorphisme de k-groupes. Alors |, est
toral. |

On s’intéresse maintenant aux centralisateurs.

Lemme 3.1.4 Soient G un k-groupe réductif et T un k-tore maximal de G. Soit u C
T un k-sous-groupe (de type multiplicatif). On note H = Cg(u) et N = Ng(T).
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(1) L’homomorphisme de k-groupes
Ny(T)/T — H/H®

est surjectif.

(2) Soit w : G — G’ un quotient central de G. On pose H' = Cg/(w). Alors 7 :
H — H’ est surjectif et induit un morphisme surjectif H/H® — H'/(H")".
En particulier si H est connexe, H' est connexe.

Démonstration

(1) Les deux k-groupes considérés sont finis étales, il suffit donc de montrer
qu’il est surjectif sur les points dans le cas k est algébriquement clos. Soit
h € H(k). Alors h~'Th est un k-tore déployé maximal de H, donc il existe
ho € HO(k) satisfaisant iy ' Tho. Ainsi hhy ' € (HNN)(k), donc le morphisme
Ny (T)(k) — (H/H (k) est surjectif.

(2) On peut supposer que k est algébriquenent clos. Etant donné g’ € G’(k), il se
releve en g € G (k). Dire que g’ commute avec u est la méme chose que de dire
que g commute avec . Donc g € H (k). Ainsi 7 est surjectif. |

L’énoncé suivant est une généralisation partielle du théoreme de connexité de
Springer-Steinberg [166, th. 5.8].

Théoreme 3.1.5 Soit n un entier, n > 1. Soient G un k-groupe réductif tel que
DG est semi-simple simplement connexe et f : u, — G un homomorphisme de
k-groupes. Alors Cg () est un k-groupe réductif de méme rang que G.

Démonstration On peut évidemment supposer que k est algébriquement clos et
que f est un monomorphisme. Pour le cas G semi-simple simplement connexe,
la référence pour la connexité et le rang de H = Cg (u,) est [146, prop. 6.4].

Second cas f(u,) C DG. Soit S le tore coradical de G. Alors G = DG.S et
Ce(un) = Cpg(pn).S. Il suit que Cg (1,) est un k-groupe réductif de méme rang
que G.

Cas général On considere le tore coradical T := G/DG . On utilise maintenant
le morphisme surjectif de tores S — T. Alors il existe un entier m > 1 tel que

le composé fi, : mn — Un i> G — T se releve en un homomorphisme f :
Wmn — S. Remplacer f par f, f ~! ne change pas le centralisateur de méme que la
multiplication par un homomorphisme central. Ainsi on est ramené au cas précédent
ce qui permet de conclure que Cg (i,,) est un k-groupe réductif de rang maximal.

3.1.2 Coordonnées de Kac

Dans cette sous-section, on considere un k-groupe semi-simple simplement connexe
déployé G que I’on suppose presque simple. Soit (B, T') un couple de Killing de G;
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il définit une base A du systeme de racines @ (G, T). Onnote W = Ng(T)/T le
groupe de Weyl. Pour chaque « € @(G, T), on dispose des k-sous-groupes U .

On note o I’opposé de la plus grande racine de @ (G, T) et A= AU {ap) le
diagramme de Dynkin complété de k. On a la relation fondamentale

(xo—l—an(x:O.

aeA

On note («*) la base duale de A dans 70 ®z Q et on définit le point 6, = ‘zf—¥ €
70 ®z Q pour chaque « € A. Onnote O, =0 € 70 ®z Q. On sait que

F={U=Zva9a vaeQﬂ[O,l[}

aeA

est un domaine fondamental pour I’action du groupe de Weyl affine W=T"%w
sur 70 @z Q. Les coordonnées de Kac sont les coordonnées barycentriques sur
F, c’est-a-dire que tout point x de F s’ecrit de facon unique comme le barycentre
pondéré

x = Zxoﬂa

avec xg € Qxpet ) 4 Xo = 1.
Pour I’étude des homomorphismes de groupes 1, — G, il est commode d’intro-
duire le k-groupe affine oot = lim M C’est un k-groupe diagonalisable (non al-

gébrique) de dual Q/Z. On a Homg ¢y (coft, G) — lim Homy_gp (1tn, G) si bien
que la connaissance de Homy_g,(coit, G) donne celle de lim Homy—gp (in, G)
pour tout n > 1. On considere les isomorphismes

Homy_gp (soit, T) —> Homg, (T, Q/Z) — (T° ©7 Q)/T°

ot la premiere est la dualité de Cartier. Ainsi 4 chaque élément x = ), 5 X¢0q
avec » xqg = 1 et x, > 0 pour chaque «, on associe un homomorphisme

a€EA
fr oo =T — G.

Théoreme 3.1.6 Soit f : oot = G un homomorphisme de k-groupes.

(1) Sile centralisateur Gy de f(copt) est déployé, alors il existe un unique x € F
tel que f est G(k)-conjugué a f.

(2) Sik est séparablement clos, alors il existe un unique x € F tel que f est G(k)-
conjugué a f.
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Suivant le Théoréme 3.1.5, le centralisateur G s de f (copt) est un groupe réductif.
Il est donc déployé si k est séparablement clos, donc (1) entraine (2). Dans la suite,
on note G, le centralisateur de f, pour x € F.

Démonstration Soit T” un k-tore maximal déployé de G . Il existe g € G (k) tel que
T' =8T,donc8f = f, pour x € F. Montrons I’unicité. Soient x, y € F tel que
fx et fy sont G(k)-conjugués. Alors il existe g € G (k) tel que fy = ¢ f . Alors T
et 8T sont deux k-tores déployés maximaux de G, donc ils sont G, (k)-conjugués.
Sans perte de généralité, on peut donc supposer que 7 = 87'. Ainsi g € Ng(T) et
agit sur ('fo ®z Q)/ 70 a travers son image w dans le groupe W. De fy =8 f i

vient x = wy dans (TO ®z Q)/T°, d’ou x € Wy dans T° ®z Q. Comme F est un
domaine fondamental pour I’action de W sur T° @ Q,onconclutquex =y. W

On s’intéresse maintenant aux centralisateurs. Soit x € F et considérons les
centralisateurs G, Gaq.x, Aut(G)x de fx : .ot — G respectivement dans G, le
groupe adjoint G4 et le groupe des automorphismes Aut(G).

Proposition 3.1.7 On note A, = {(x € A~, | X = 0}.

(1) Gy est le k-sous-groupe de G engendré par T et les U+ pour a parcourant
Ay. De plus, Ay est une base de (G, T).
[Te
(2) Ona C(Gy) =ker (T —> [] Gu)et Gy = C6(C(Gy)).

aeAy

(3) Ona Ggaq x = Gx/C(G) et une suite exacte
1 = Gad.x = Aut(G)x = Aut(@(G,T), A)x — 1

on Aut(®(G,T), A)x désigne le centralisateur de x pour [’action de
Aut(® (G, T)) sur T°. En outre cette suite admet un scindage & valeurs dans
Aut(G, B, T).

Démonstration On pose @ = @ (G, T) et considere la décomposition de I’algebre
de Lie Zie(G) = Lie(T) ® Pyep tla O Uy = Lie(Uy).

(1) Le k-sous-groupe G est déterminé par son algebre de Lie Zie(Gy) =
Lie(G) M =t ® Pyep, ta OV

o ={ped pofi=0}

Soit B =" canat € @. Alors B € @, si et seulement si

= ( Z X Ou, Z na(x) Z xa Z na(x

aeA aeA aeA aeA
=y X2 — 0 e Q/Z.
aeA Ca

On distingue deux cas.
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Cas ] x4y > 0.SiB e @y, vuqueny <cqget) ,cpXa =1 —xq, < 1,0n
a) genXait =0 € Q/Zsi et seulement si B est une somme a coefficients
positifs entiers d’éléments de A,. De méme, un élément de @_ qui appartient
a &, est une somme a coefficients entiers < 0 d’élements de A,.

Cas 2 xqp = 0. Vuque —ag = ) ,cpCat,0na fofp = ZaeAxO,g—z =
1=0¢€ Q/Zdonc —ag € &,.Onadonc Ay C &,.S5if € @7, on réécrit
I’expression ci-dessus en

f}'— j{:xa

aeA

€ Q/Z.

Si B € @1\ {—Bo}, I'expression ci-dessus montre que B € @, si et seulement
si B + «g est une somme a coefficients > 0 d’éléments de A, N A. L'énoncé
analogue vaut pour @_, donc on conclut que Ay est une base du systeme de
racines @, .

Le centre du k-groupe réductif G, est le noyau des racines de &, [60,

XIX.1.10]. Comme Ay est une base de Py, il suit que C(G,) = ker (T ﬁ
[T Gn)-Ona f(uy) C C(Gy), d0od G, € Cg(C(Gy)) € Ca(f(1n))) =

aeAy

Gy. Il résulte que G, = C(C(Gy)).

Le fait que Gya¢ = Gx/C(G) suit du Lemme 3.1.4.(2). Puisque
Aut(® (G, T), A) estisomorphe au quotient Aut(® (G, T))/ W [60, XX1.6.7.2],
on dispose d’une suite exacte de k-groupes lisses 1 — G, — Aut(G) 5
Aut(®, A) — 1. 1l suffit donc de montrer que Aut(G), (k) s’applique sur
Aut(®, A), dans Aut(@, A).

Soit donc & € Aut(G), (k). En considérant une nouvelle fois le k-tore maximal
de G, on peut, quitte a conjuguer par un élément de G, (k), supposer que h €

Aut(G, T), (k). Comme Aut(G, T)/T = Aut(<1>) il suit que h donne lieu a un
élement w tel que wx = x dans (TO Rz Q)/T0 Ainsi il existe w, € 70 % Aut(®)

tel

que

WaX = X.

On écrit Wy = wad avec w, € W etd € Aut(®, A). 11 vient

Le
un
on

Wax =d 'x

point est que le groupe Aut(®, A) stabilise F donc d~'x € F. Comme F est
domaine fondamental pour I’action du groupe de Weyl affine W sur Y Q,
obtient que W, = 1 et x = d 'x. Or d est I'image de & suivant 7, on a bien

7(h) € Aut(®, A),.
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On se donne une section s : Aut(®, A) — Aut(G, B, T) — Aut(G). Sid €
Aut(®, A),, alors x = s(d).x et la section s induit une section sy : Aut(®, A), —
Aut(G, B, T), C Au(G, B, T). |

Remarque 3.1.8 Les choix de sections de Aut(G) — Aut(A) dépendent du choix
d’un épinglage [60, XXIV.1.5].

Dans ce contexte, la description de Borel/de Siebenthal [20] de certains sous-
groupes réductifs maximaux de G prend la forme suivante.

Proposition 3.1.9 (Borel/de Siebenthal)

(1) Soit x € F. Le k-sous-groupe G, de G est maximal parmi les sous-groupes
réductifs non exotiques de G (§2.3.1) de G si et seulement si x est de I’un des
deux types suivants:

(i) Xqp = X1, Xo = 1 —x1 pour x1 €10, 1[NQ pour un certaino € Aetxg =0
pour B € A\ {a}. et € A satisfaisant co, = 1;
(ii) xo = ;- pour un certain a € A fel que cy est premier et xg = 0 pour

B e A\ fal).

Dans le cas (i), il s’agit du k-sous-groupe de Levi contenant T. du sous-groupe
parabolique standard de G de type A\ {«}. Dans le cas (ii), H est semi-simple
de type A \ {o}.

(2) Soit H un sous-groupe réductif de G maximal parmi les sous-groupes réductifs
non exotiques contenant T. alors H est Ng(T)(k)-conjugué a G, pour x de

type (i) ou (ii).

Rappelons que dans 1’assertion (2), non exotique signifie que @ (H, T) est une
partie close de @ (G, T), On a besoin bien stir d’un énoncé correspondant pour les
systemes de racines.

Lemme 3.1.10 ([28, V1.4, exercice 4]) Soit R une partie close symétrique de @ =
@ (G, T). Alors la partie R est maximale (parmi les parties closes symétriques)
dans ® = @ (G, T) si et seulement si:

(1) si R n’engendre pas T ®z Q, alors il existe (un unique) @ € A tel que R est
W-conjugué a la partie close de ® engendrée par A\ {a} et ¢, = 1.

(2) Si R engendre T ®z Q, alors il existe (un unique) x € F de type (ii) tel que R
est W-conjugué a la partie symétrique close engendrée par Ay. |

Nous passons maintenant a la démonstration de la Proposition 3.1.9.
Démonstration

(1) Le k-sous-groupe G, de G est maximal parmi les sous-groupes réductifs non
exotiques de G si et seulement @ (G, T) est partie close symétrique maximale
de @(G, T). Le Lemme 3.1.10 indique que cette condition est équivalente a ce
que I’élément x soit de type (i) ou (ii).
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(2) Soit H un sous-groupe réductif de G maximal parmi les sous-groupes réductifs
non exotiques contenant 7. Alors @(H, T) est une partie close symétrique
maximale de @(G, T); le Lemme 3.1.10 indique qu’il existe x de type (i) ou
({i)yetw e Wtelque @(H,T) = Y@ (Gy, T). Soit nyy € Ng(T)(k) un relevé
de w. Alors @(H,T) = ("G, T) d’ou H = "G |

Remarque 3.1.11 En petite caractéristique, il existe des sous-groupes exotiques et
la classification des groupes sous-groupes réductifs maximaux de G contenant 7
est plus complexe [146]. Ceci étant, en caractéristique # 2, 3, la Proposition 3.1.9
donne la classification des sous-groupes réductifs maximaux de G contenant 7 En
caractéristique 2, cette classification vaut pour les types distincts de B, Cp,, F4, G2
et en caractéristique 3 pour tous les types excepté G,.

3.1.3 Points fixes sur la variété des couples de Killing

Lemme 3.1.12 Soient G un k-groupe réductif et u — G un k-sous-groupe
diagonalisable toral de G. On suppose qu’il existe un k-tore maximal déployé T
de G contenant . On pose G' = Cg()°; on note B un sous-groupe de Borel de G
contenant T. On note Y la variété (affine) des k-sous-groupes de Killing de G [60,
XXI1.5.8.3]. On note W = Ng/(T)/T et W = Ng(T)/T. Pour chaque w € W,
on note 7y, le k-point ny,.yo de G/ T Y, o yo = [(B, T)] désigne le k-point
privilégié de Y .

Les G’-orbites sur (G/T)* = Y* sont les G'.zy, pour w parcourant W \W. En
particulier, on a

|| Gzw=(G/my" =1~
[wleW\W

De plus I’action du groupe N/ (T) préserve chaque terme de cette décomposition.

Démonstration 11 est évidemment loisible de supposer k algébriquement clos. Soit
B un sous-groupe de Borel de G contenant 7'. Il définit le point 1 = [(B, T)]
de Y# (k). Alors I'orbite G — Y, g +— g.1 induit un G-isomorphisme. Pour la
suite, il est loisible de supposer k-algébriquement clos. Pour chaque w € W, le
stabilisateur de z,, dans G’ est T, ainsi les orbites G’.z,, sont lisses de dimension
dim(G’) — dimg (7). Ainsi deux orbites G’.zy, et G’.zy, sont soit identiques, soit
disjointes. Si zy, € G'.zy,, alors il existe g’ € G’ tel que [ny, T] = [g'ny, T]. Par
suite n;llg’nw2 € T (k) de sorte que g’ € Ng/(T) (k) et w; = w'wy avec w’ € W,

Ainsi G'.zy, = G'.zy, si et seulement si w; € W/w,. On a donc une immersion
L Ll G'.zw — (G/T)* entre variétés lisses.
[wleW\W

Soit z = [gT] € (G/T)*(k) avec g € G(k). Alors 8T est un sous-tore
maximal de G’ = Cg(u)? donc il existe g’ € G'(k) tel que 8T = ¢'T. Ainsi

¢ 'g € Ng(T)(k) donc z = g’z pour w € W. Ainsi z € G'z,,. Ceci montre que
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I’immersion ¢ est un isomorphisme. Cette décomposition est clairement préservée
par Ng/(T). [ |

Lemme 3.1.13 Soit G un k-groupe réductif et u — G un k-sous-groupe diagona-
lisable toral de G. On suppose que C (1) est connexe et on pose G' = Cg (). On
note Y la variété des couples de Killing de G.

(1) Si G est une forme intérieure, alors les composantes connexes de Y,ﬁj se
descendent sur k.

(2) Si G est semi-simple simplement connexe absolument presque k-simple et (1 =
Un, alors au moins une composante connexe de Y,ﬁj se descend a k.

Démonstration

(1) Soit T un k-tore maximal de G'. Soit G la forme déployée de G munie d’un
k-tore déployé maximal Ty. On pose Wy = Ng, (1), W(’) = NG;)(TO)/TO. Par

ailleurs il existe un ks-isomorphisme ¢ : (Go, To)k, AN (G, T)y, tel que le
1-cocycle z, = d)_l o (¢) appartient a G 4q(ks). On note por, = d)‘l(,uks),
c’est un kg-sous-groupe de type multiplicatif de T ,, il admet donc une unique

k-forme po C Top. Ainsi ¢ est un kg-isomorphisme ¢ : (Go, To, no)r, —>
(G, T, )k, induisant un k-isomorphisme fio AN . Par descente galoisienne,
¢ induit un k-isomorphisme (; G, ; T, z{4g) = (G, T, ) etle cocycle z est
a valeurs dans Cg, ,, (o). Ce cocycle z induit un homomorphisme v : Iy —
W( C Wo. '

Le Lemme 3.1.12 appliqué a po et Go montre que I’ensemble des com-
posantes connexes de Y est paramétré par W] \ Wy de fagon Cg, ., (1o)-
équivariante. Une composante Zg C Y attachée a wy € Wy se descend a Y
si et seulement si [wg] € W(’)\Wo est fixe par I’action du groupe de Galois I,
c’est-a-dire si

Y(o)wy € W(/) wg VYo el

Or  est a valeurs dans W, donc toutes les composantes sont définies sur k.
(2) On a u = puy. Soit Gy la forme déployée de G munie d’un k-tore déployé
maximal 7p. On pose Wy = Ng, (1), W(’) = NG()(TO) / To. Par ailleurs il existe

un kg-isomorphisme ¢ : (Go, To)x, = (G, T)i, tel que le 1-cocycle z5, =
o o) appartient a G q4q(ks). On note o x, = ¢! (Ui, ), c’est un kg-sous-
groupe de type multiplicatif de Tk, il admet donc une unique k-forme pg C
To. Suivant le Théoreme 3.1.6, ce plongement définit un point x de (T"o)o ®z
Q/To.

Ainsi ¢ est un ks-isomorphisme ¢ : (Go, To, po)k, AN (G, T, ),
induisant un k-isomorphisme (o = w. Par descente galoisienne, ¢ induit
un k-isomorphisme (; Gy, ; T, z /4g) = (G, T, ) etle cocycle z est a valeurs
dans Aut(Go, Ty)x.
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La Proposition 3.1.7.(2) montre que Aut(Gy, Tp).(ks) = NG6(T0)(kS).
Aut(Go, Bo, To)x(ks) donc la composante Go xx.1 C Yé‘o est préservée par
I’action de Aut(Go, Tp),. Par torsion par z, on conclut que Y,g admet une
composante connexe qui se descend a k. |

Remarques 3.1.14 Le Lemme 3.1.13.(1) est faux sans ’hypothese de forme inté-
rieure. On considere le groupe unitaire G = U (n) sur le corps R des nombres réels
avec n > 2. Le tore diagonal T = (R(lj /R(Gm))n est un tore maximal et il est
le centralisateur de 27 = w75. On note Y la variété des couples de Killing de G

et supposons que (Y )g admette une composante connexe Z définie sur R. Alors
Tr(z) = Cc(2T)R(z) est un tore maximal d’un R(Z)-sous-groupe de Borel de G.
Or Tr(z) est anisotrope (puisque —1 n’est pas un carré dans R(Z)), il s’agit d’une
contradiction.

Le Lemme 3.1.13.(1) est aussi faux sans I’hypothese de connexité du centralisateur.
En effet supposons que k admette une extension de corps quadratique séparable
K/k; on note 0 : K — K la conjugaison. On considére le tore maximal T =
Rk /k(Gm)/Gn de G = PGL; = PGL(K) et on note B un K -sous-groupe de Borel
de Gk contenant Tx. Alors u = 2T est isomorphe a w2, ona T = Cg (M)O et
Co(u) = T x Z/2Z. Ainsi Y* (k) consiste en les couples de Killing (B, T) et
(0(B), T). La k-variété Y* est donc isomorphe a Spec(K), elle est donc connexe
sans €tre géometriquement connexe.

Proposition 3.1.15 Soient G un k-groupe réductif et u — G un k-sous-groupe
diagonalisable toral. On suppose que le centralisateur G' = C (1) est connexe et
on note G'? sa forme quasi-déployée. Soit (B4, T?) (resp. (B'4, T'?)) un couple de
Killing de G4 (resp. de G'?). On fait I'une des hypothéses suivantes:

(i) G est une forme intérieure;

(ii) G est semi-simple simplement connexe absolument presque k-simple et

= n,
Alors les k-tores T9 et T'® sont isomorphes. En particulier, si G est semi-simple

adjoint (ou simplement connexe, ou plus généralement quasi-trivial), T'? est un k-
tore quasi-trivial.

Démonstration

(1) Le Lemme 3.1.13 montre que Y* admet une sous G’-variété homogeéne
géométriquement connexe Z. Alors Y*(k(Z)) # 0 et les k(Z)-tores qu(z) et

Tk/?Z) sont isomorphes. Par «rigidité » (Lemme 1.2.1), les k-tores T9 et T'4
sont isomorphes. |

Dans le cas tres particulier ci-dessous, la proposition peut étre établie 2 moindre
frais.

Lemme 3.1.16 Soient G un groupe réductif et G' un sous-groupe réductif ayant
méme rang semi-simple que G. On note G4 (G'?) la forme quasi-déployée de G
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(resp. G'). Soit (B4, T9) un couple de Killing (resp. (B'1, T'1)) de G4 (resp. G'?).
Alors les tores T'? et T? sont isomorphes.

Démonstration Par «rigidit¢é » (Lemme 1.2.1), on peut remplacer k par une
extension réguliére et en particulier supposer que G et G’ sont quasi-déployés. Soit
S’ un k-tore déployé maximal de G’. Alors S’ est contenu dans un k-tore déployé
maximal S de G. Alors T = Cg(S) est un k-tore maximal de G et de méme
T = Cg(S') est un k-tore maximalde G'.Or T C T/,donc T =T'. [ |

3.2 Existence de sous-groupes, méthode de Harder

Soit G un k-groupe réductif. Soit L /k une extension galoisienne de corps de groupe
I' =%al(L/k) ={1,02,...,04}.

3.2.1 Intersection générique de sous-groupes paraboliques

Soient X1, ..., X, des L-variétés de sous-groupes paraboliques supposées géo-
métriquement connexes. On pose X = X; xp X2 Xr --- X1 X,. Pour chaque
Jj=1,...,n,onnote’P; — X; le sous-groupe parabolique universel de G x; X ;.
On forme alors le X-sous-schéma en groupes de G x; X

TJ=CB1 xx; X) xx P2 xx, X) xx -+ xx (P xx, X).

Lemme 3.2.1 On suppose que Jp(x) est réductif.

(1) Il existe un ouvert dense U de X tel que J x x U est réductif de méme type que
JLx).-

(2) Sik estinfini et X(L) # 0, alors il existe [P1] € X1(L),...,[Py] € X, (L) tels
que le L-groupe J = Py N Py --- N Py, soit réductif de méme type que Iy (x).

Démonstration

(1) Tout d’abord, il existe un ouvert dense V de X sur lequel J est lisse [90,
1V,.6.8.7]. Ensuite, encore par propriété de limites [51, cor. 3.1.11], il existe un
ouvert dense U C V sur lequel J est réductif. Comme U est connexe, J Xx U
est réductif de méme type que J1(x).

(2) Le point est que X est une variété k-rationnelle [19, th. 21.20] de sorte que
U (k) est Zariski-dense dans X. En prenant la fibre de JJ en un point u € U (k),
onobtient [P1] € X1(L),...,[P,] € Xu(L) telsque J = PN P, ---N P, soit
réductif de méme type que Jr.(x)- |

Remarque 3.2.2 Dans le lemme, on a codimg, (J) < codimg,(P1) + -+ +
codimg, (Py), c’est-a-dire une borne inférieure pour la dimension de Jy,(x).
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Nous allons étudier le cas d’une « intersection transversale ».

Lemme 3.2.3 On suppose qu’il existe une extension de corps F /L et des groupes
paraboliques [P1] € X1(F), - -+, [Pu] € X,,(F) tels que

dim(G) — dim(fie(Pl) NLie(P)N---N fie(Pn))
= codimg, (P1) + - - - 4 codimg . (Pp).

Alors I (x) est lisse de dimension dim(G) — codimg, (P1) — - -+ — codimg, (Pp).
Si de plus Py N --- N P, est réductif, alors Ji(x) est réductif de méme type que
PiN---N P,

L’hypothese du lemme signifie que P, ..., P, s’intersectent de facon transver-
sale, c’est la raison pour laquelle cette condition est appelée dans la suite « condition
de transversalité ».

Démonstration On considere le F-morphisme d’orbite
J:Gr > X=X1xp X2 xXp Xp, g (g[P1],8[P2],....8.[Pa]).
Sa différentielle a I’origine est le morphisme naturel
D: Zie(Gr) - ZLie(Gr)/ Lie(P1) ®---® Lie(GF)/Lie(Py),

dont le noyau est Zie(P1) N Lie(P2) N---N Lie(Py,). Notre hypothése implique
que D est un isomorphisme. Ainsi f est étale au voisinage de 1’origine; il existe
un voisinage ouvert W de G tel que f(W) est ouvert dans X. Par suite, JJ est
lisse au dessous de f (W) et en particulier Jx(x) est lisse de dimension dim(G) —
codimg, (P) — -+ - — codimg, (Py).

On suppose de plus que P;N- - -N P, est réductif. Le point est que P;N---N P, est
la spécialisation de § — X au F-point x = f(1). Comme la propriété « réductif »
est ouverte [60, XIX.2.6], il suit que J est réductif de méme type que Py N--- N P,
au voisinage de x. On conclut que J(x) est réductif de méme type que P1N---NP,.

|

3.2.2 Descente d’intersection transversale de sous-groupes
paraboliques

Soit maintenant ¥ une variété de L-sous-groupes paraboliques de G supposée
géométriquement connexe. On pose Z = R/ (Y) et on a une décomposition

Zxx L —>Y x1 O xp - xx 7Y .
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On note 3 — Y le sous-groupe parabolique universel de G x; Y. Le Z xj L-
sous-schéma en groupes de G x; Zy,

(B xy Z1) xz, (PP xooy Z1) Xz, -+ Xz, (7P Xony Z1)

se descend en un sous Z-schéma en groupes ) de G xj Z.

Lemme 3.2.4 On suppose qu’il existe une extension F de L et des F-paraboliques
[Pi],....[P.] € Y(F) tels que dim(G) — dim(fie(Pl) N ZLie(P) N--- N

zie(Pn)) = ndim(Y).

(1) $k(z) est lisse de dimension dim(G) — n dim(Y).
(2) On suppose que P1 N ---N Py, est réductif.

(i) Il existe un ouvert dense V de Z sur lequel §) est réductif de méme type que
PiN---NP,.

(ii) Sik estinfini et Y(L) # 0, alors il existe [P] € Y (L) et un sous k-groupe
réductif H de G tel que Hp = PN °2P ---N° P. Enoutre, H est de méme
type que Py N ---N Py.

Démonstration On fait le le lien avec le paragraphe précédent en posant X; = Y,
X =2Y, .., X,=""YetX =X xp Xop X --x1 X,.Alors Z;, = X et
HxkL=3.

(1) D’apres le Lemme 3.2.3, 3 (x) est lisse de dimension dim(G) —n dim(Y'), donc
Hi(z) est lisse de dimension dim(G) — n dim(Y).
(2) () SiPiN---N P, estréductif, le Lemme 3.2.3 montre que Jy,(x) est réductif
de méme type que P; N ---N P,. Il en est donc de méme de H/k(X).
(ii) La méthode est la méme qu’au Lemme 3.2.1. [ |

Remarques 3.2.5

(a) Dans le lemme, on a codimg(H) =< ncodimg,(P) = ndim(Y). Notant
D(G) (resp. @ (Pyq)) le systeme de racines absolu de G (resp. de Pq), la
décomposition de Bruhat montre que dim(Y) = w. Par suite, on a
I’inégalité codimg (H) < %( 1P (G) — 4P (Prgq) )

(b) Noter que I’hypothese de transversalité du lemme est de nature géométrique et
peut donc se vérifier sur la cloture algébrique de L.

3.2.3 L’exemple du groupe linéaire

Par cette méthode, on obtient le fait suivant sur les algebres simples centrales.



42 3 Sous-groupes des groupes algébriques, déploiement

Proposition 3.2.6 Soient A une algeébre simple centrale de degré n et L/k une
extension finie de corps séparable de degré n. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) A ®k L est déployée;
(ii) Le k-groupe GL1(A) admet un k-tore maximal T isomorphe a Ry ;x(Gm).

Démonstration On commence par le cas A = M, (k). Alors (i) vaut et (ii) aussi.
En effet, le choix d’une k-base de L donne lieu a un isomorphisme GL,, = GL(L);
la multiplication de L produit un plongement Ry ;x(Gy,) < GL(L) de Rr/x(Gm)
comme tore maximal. Ce premier cas permet d’écarter le cas d’un corps fini. On
suppose donc k infini dans la suite.

On prend comme variété Y/L la variété de Severi—Brauer de A ®; L dont on
va montrer que la condition de transversalité est satisfaite. Cela se vérifie dans le
cas déployé auquel cas G = GL, et on prend pour P; le stabilisateur de la droite
k.ejpouri = 1,...,n. Alors Py N ---N P, est le k-tore diagonal maximal (G,)"
de G; on a Zie((Gy)") = ZLie(P) N---N ZLie(Py,) qui est de dimension n =
n? —nn —1) = dim(G) — ndim(Y).

(i) = (@ii). Si A est déployée, alors G;, = GL, et Y(L) # @. Le
Lemme 3.2.4 montre qu’il existe [P] € Y (L) etun k-tore T de dimension » satisfai-
sant
T = PN %P ...N%P. Pardescente, on a un isomorphisme Po-- -EB(""/F) = TL.
Vu que I' agit par permutation sur ces facteurs, on a en fait un isomorphisme de
I'-modules Z[I'] =T

(ii) == (i). Soit T un k-tore maximal de GL; (A) isomorphe a Ry ;1 (G,). Alors
Tr. est déployé et par suite, L/k déploie GL1(A). Ainsi Y (L) # @ et le théoréme de
Chatelet permet de conclure que L/k déploie A. |

Remarque 3.2.7 Noter que (i) est équivalent a 1’existence d’un plongement de L
dans A [14,1V.1.14].

3.2.4 Cas quadratique

On suppose ici que L/k est quadratique; on note I = {1, o'}. Nous généralisons
et précisons un lemme de Platonov-Rapinchuk [149, lemma 6.17 p. 383] appelé
communément « quadratic trick ».

Soient G un k-groupe réductif et Y une L-varieté de sous-groupes parabo-
liques de G géométriquement integre et auto-opposée. On pose Z = Ry i (Y).
L'ouvert Vp de Z; = Yp x? Y, formé des sous-groupes paraboliques opposés
[60, XXVI.4.3.4] se descend en un ouvert V de Z. On appelle V 1’ouvert de
«transversalit€ » de Z = Ry ;x(Y). Le k-groupe G agit sur V et en fait un espace
homogene en vertu de 1’énoncé suivant.



3.2 Existence de sous-groupes, méthode de Harder 43

Lemme 3.2.8 On suppose le corps k infini.

(1) Y(L) # O si et seulement si V (k) # (.

(2) Soit v € V (k). Alors le stabilisateur G, est un k-groupe réductif de G et
(Gy)L = P N °P pour un L-parabolique de G. En outre (Gy)p est un L-
sous-groupe de Levi de P (resp °P).

(3) Soitv € V (k). L'application H'(L/k, G,) — H'(L/k, G) est surjective.

(4) Soitv € V (k). Si Y est une variété de sous-groupes paraboliques de co-rang 1,
alors C(Gy) est isomorphe a Rl{/k(Gm).

Démonstration On va utiliser I’inclusion V (k) C Z(k) = Y (L) et que son image
consiste en les y € Y (L) tels que P, et °P, sont des L-paraboliques opposés.

(1) SiV(k) #@,onaY(L) # . Réciproquement on suppose que Z(k) = Y (L) #
#. La k-variété lisse Z est alors k-rationnelle, donc Z (k) est Zariski dense dans
Z. On conclut que V (k) # (.

(2) On associe a v € V (k) sonimage y € Y (L). Celle-ci définit un L-sous-groupe
parabolique Py = Stabg, (y);ona G, C Py et G, C P, N’ Py. En étendant les
scalaires a L, on constate que G, = P, N? Py et que G, 1. estun L-sous-groupe
de Levi de Py.

(3) Un I-cocyclede I" dans G(L) estla donnée d’un élément g € G (L) satisfaisant
I'identité g 0 (g) = 1. Comme G (L) est dense dans Ry, /¢ (G), quitte a remplacer
g par un 1-cocycle cohomologue 4 ~! g o (h), on peut supposer que g appartient
a la grosse cellule R, (Py)(L) x G, (L) x° Ry (Py)(L) < G(L). Par suite, il
existe m € G,(L), ui,uz € R,(P)(L) telsque g = uymo(uz).Onag =

¢7% = u; m~%ui’; par unicité de la décomposition de Bruhat, on obtient

Uy = ugl. Ainsi g = ugl m o (u2) est cohomologue au 1-cocycle défini par m.
(4) Notre hypothese entraine que C(G,). est un tore déployé de rang 1. Ainsi le
centre C(G,) est un k-tore de rang 1 déployé par L/k, on dispose donc d’un
isomorphisme unique C(G,)r, = Gy, . On a donc une décomposition Gy, 1.-
équivariante Lie(Gr) = ZLie(Gy,1) ® Lie(Gr)>0 ® ZLie(GL)<o qui, &
permutation des deux derniers facteurs prés, est la décomposition Zie(Gr) =
ZLie(Gy,L) ® ZLie(R,(Py)) ® °ZLie(R,(Py)). Ceci montre que I" permute
ZLie(GL)so et Lie(GL)<p. Le k-groupe C(M) n’est donc pas déployé et il
est donc isomorphe a Ri / «(Gm). |

Remarques 3.2.9

(a) Si G est semi-simple simplement connexe, le k-groupe semi-simple DM est
aussi simplement connexe.

(b) Si —1 appartient au groupe de Weyl de la forme déployée de G, alors toute
classe de conjugaison de sous-groupe parabolique de G est auto-opposée. Ceci
s’applique si G est de type Ay, By, Cy, Doy, E7, Eg, F4, G2.

Lemme 3.2.10 On suppose que k est infini et que V (k) # (. L’invariant x de DG,
ne dépend pas du choix de v € V (k).
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Démonstration L’idée est d’étendre cette construction a 1’ouvert de transversalité
V de Z = Ry ;1 (YL) afin d’estimer la variation de G, en fonction de v.

On note P le Wy sous-schéma en groupes paraboliques naturel de G x; Wr.
Alors 33/ W, est opposé a *P si bien que I'intersection 3 xw, “B se descend un
V-schéma en groupes réductifs 91 tel que 9t xy V. est un sous-groupe de Levi de
. On observe que My (w) est isomorphe a G, 1.(w). En particulier, I’invariant
(et la classe de Tits) de 21y (w) coincident avec ceux de G, 1.

Linvariant de Tits de D(O) est un élément de H'(V, Autext(DMy)) ot DM,
désigne la k-forme de Chevalley de DM et Autext(D Mj)) désigne le k-groupe (fini
constant) des automorphismes extérieurs de DMy. Comme H 1 (Vi , Autext(DMy))
s’injecte dans H!(Vy,, Autext(DMp)), il suit que I’invariant de Tits de 9% xy Vi,
est trivial. On a une suite exacte d’ensembles pointés [82, fin de §2.2]

1 — H'(k, Autext(DMg)) — H'(V, Autext(DMoy)) — H'(Vj,, Autext(DMj)),

donc l’invariant de Tits de V est constant, c’est-a-dire provient d’une classe
de H'(k, Autext(DMy)). Par spécialisation en v9p € V(k), on obtient bien que
I'invariant de Tits de D(90%) coincide avec celui de DGy, |

3.2.5 Cas cubique

On suppose que I est cyclique d’ordre 3; on note I" = {1, 0, 0%}.

Proposition 3.2.11 On suppose que k est infini. On suppose que G est de type Dy
(resp. Eg). Soit Y la variété des k-sous-groupes paraboliques respectivement de type

(231
o o oa
o) o3 .

(1) ilexiste [P] € Y (L) et un k-groupe réductif M de G de type T>.A> (resp. T».D4)
tel que M, = PN °PN o’p.

(2) Onnote S' = corad(M). On a un isomorphisme naturel S' —> Ri/k(Gm).

(3) Si G estdéployé, alors M (et G) contient un k-tore maximal déployé par L/ k.

Démonstration

(1) Nous explicitons le cas trialitaire et indiquerons a la fin ce qui change pour
E¢. Nous allons vérifier la condition de transversalité en considérant le cas G
déployé sur un corps algébriquement clos. On se donne donc un couple de
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(@)

3)
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Killing (B, T) de G et on considere le systtme de racines associé¢ @ (G, T).
L’algebre de Lie Zie(G) se décompose en

Zie(G) = Lie(T) ® @ua )

a€R

Le choix de B donne lieu a une base A = {«, a2, a3, a4} avec bien entendu
les conventions de numérotation du diagramme de 1’énoncé.

On note u 1'unique automorphisme d’ordre 3 de @ (G, T) satisfaisant
u(ay) = a3 et u(az) = ay (voir les tables de [28]). Cet élément se reléve en un
élément v d’ordre 3 de Aut(G, T') (k). Soit P; le k-groupe parabolique contenant
B associé a la partie a2, a3, g de A. On pose P, = v(P1) et P3 = v(P»). On
pose H = P; N P, N P3. D’apres le Lemme 2.3.5, H est lisse et connexe. En
outre Lie(H) = Lie(P)) N Lie(P2) N ZLie(P3). Par suite

Zie(H) = ZLie(T) ® P ua

o€R

ot R = &(P;,T) N D(P, T) N @(P3,T). Un calcul montre que R est le
sous-systeme de type A, de base «p, o1 + @3 + a4.

Dans le cas de Eg, la construction est la méme a ceci pres que Pj est associé a
la partie {a2, 03, o4, @5, g} et que v est I’automorphisme d’ordre 3 de @ (G, T')
défini par le fait qu’il permute de fagon cyclique les facteurs du sous-systeme
Az x Ay x Aj (dont une base est o1, a2, a6, o5, &2, &g, o désignant la racine
minimale).
OnaMp=PN°PN 7’P et on considére le morphisme

M; — corad(P) x corad(°P) x corad(“zP) = Gi’L.

Ce morphisme se descend en un k-morphisme g : M — Ry /x(G;). On observe
que le noyau de g est DM et donc que I’image de g est un k-sous-tore de rang
2 de Ry /k(Gy) qui est I'-invariant. La seule possibilité est le tore normique
Rp 1 (Gm).

On suppose que G, est déployé. Alors My est déployé et DM est un k-groupe
semi-simple (simplement connexe) de type A» (resp. D4) déployé par L/k.
Commencons par le type D4. Alors DM est intérieur et il existe une k-algebre
simple centrale A de degré 3 telle que DM = SL;(A). Vu que DM| est
déployé, A est déployé par L et la Proposition 3.2.6 indique que DM admet
un k-tore isomorphe a R}‘ / ¢(Gn). Ainsi M = S.DM admet un k-tore isogene

a Ri / k(Gm)z. On conclut que M admet un k-tore maximal déployé par L/ k.
Ce fait montre donc qu’un k-groupe de type D4 déployé par L/k admet

un k-tore maximal déployé par L/k. Ceci permet d’appliquer le raisonnement

précédent au cas Eg¢. |
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3.2.6 Le cas parfait

Lemme 3.2.12 On suppose k parfait et G irréductible. Soient P un L-sous-
groupe parabolique de G et H/k [l'unique k-sous-groupe de G tel que
Hy = PN %2Pp...N %P, Alors Hroed est un k-groupe réductif. En outre,
dim(H) > dim(G) — n codim(P).

Ici Hyeq désigne le sous-schéma réduit de H, c’est bien un sous-groupe puisque
k est parfait [60, VI4.0.2].

Démonstration Le k-groupe Hroe 4 €st lisse, on note U son radical unipotent. Si U
est non trivial, on sait d’aprés Borel-Tits [23, th. 2.5] que U normalise un k-sous-
groupe parabolique propre P(U), ce qui contredit I'irréductibilité. Ainsi Hroe 4 est
réductif.

3.2.7 Construction de sous-groupes par la cohomologie
galoisienne

Le principe est le suivant. Etant donné un k-sous-groupe H d’un k-groupe algé-
brique affine lisse G, on se donne [z] € Hl(k, G). D’apres [159, 111.2.2, lemme 1],
les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) [z] € Im(H'(k, Ng(H)) — H'(k, G));
(ii) le k-groupe tordu ;G admet un k-sous-groupe H' qui est G (ky)-conjugué a H.

Le sens (i) = (ii) est le sens facile. En effet supposant que z est a valeurs
dans Ng (H)(ks), ;G admet le k-sous-groupe ; H. Une facon de produire des sous-
groupes des groupes tordus passe donc par 1’analyse de la réduction des classes de
H'(k, G) a des sous-groupes convenables.

D’apres Grothendieck, on sait que G admet un k-tore maximal 7' [60, XIV.1].
Comme il en est de méme de tous les tordus de G et que les k-tores maximaux de
G sont conjugués [53, A.2.10] la discussion précédente indique que I’application
H'(k, Ng(T)) — H'(k, G) est surjective. Le fait suivant est bien connu dans le
cas déployé.

Lemme 3.2.13 Sous les hypothéses précédentes, on se donne un k-sous-groupe

lisse H de G contenant T. On considere les groupes de Weyl Wg(T) = Ng(T)/T

(resp. Wy (T) = Nu(T)/T).

(1) Si Wy (T) = Wg(T), alors I'application H' (k, H) — H'(k, G) est surjective.

(2) Soit p un nombre premier ne divisant pas [’ordre de [’ensemble fini
W (T)(ks)) W (T) (ks). Si k est p-spécial, alors I’application H'(k, H) —
H'(k, G) est surjective.

Démonstration Dans les deux cas, il suffit de montrer que H Yk, Ng(T)) —
H'(k, Ng(T)) est surjectif.
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(1) Si Wy (T) = Wg(T), alors Ng(T) = Ng(T) et I’énoncé est évident.

(2) Soit E un Ng(T)-torseur et notons F' = E/T le Wg(T)-torseur associé. On
considere la k-variété E/Ny(T) = F/ Wy (T). Lensemble F'(ks)/ W (T) (k)
est un ensemble fini d’ordre premier & p muni d’une action du pro-p-groupe
Yal(ks/k). Par suite, cette action admet un point fixe d’ou (E/Ny(T))(k) =
(F/Wg(T))(k) # . Ceci montre que le N (T')-torseur E admet une réduction
a Ny (T) en vertu de [159, §1.5, prop. 37]. [ |

Lemme 3.2.14 Soit G un k-groupe semi-simple de type F4 muni d’un k-tore
maximal T. Notons H le sous-groupe de G engendré par T et les sous-groupes
radiciels associés aux racines longues (a la maniére du §2.3.2).

(1) H est semi-simple simplement connexe de type Ds4. En outre les morphismes
Ng(H)/C(H) — Aut(H) et Ng(H)/H — Autext(H) sont des isomor-
phismes.

(2) Le k-groupe Wy (T) est distingué dans Wg(T) et Wg(T)/ Wy (T) =
Autext(H).

(3) L’application H'(k, N6 (H, T)) — H'(k, G) est surjective.

(4) Le k-groupe H est une forme fortement intérieure de sa forme quasi-déployée.

Démonstration

(1) Par définition, Hy, est I’'unique k-sous-groupe lisse et connexe de Gy, conte-
nant Ty, telle que

Lie(Hy,) = ZLie(T))® P kit
a€D (G, Tig) >

ou @ (Gy,, T, )~ désigne le sous-ensemble des racines longues de @ (G, , Tk, ).
Comme ce sous-systeme est symétrique, H est réductif. De plus ce sous-
systeme est de type D4, donc en particulier de rang 4. Ainsi H est semi-simple
de type Dg. Il est bien connu que le sous-réseau engendré par les racines longues
dans celui des racines est d’indice 4. Ainsi @ (Gy,, Tx,)~ engendre un sous-
réseau de 7 (ky) d’indice 4 et Hy, est simplement connexe. Il résulte que H est
semi-simple simplement connexe de type Dj.

Le morphisme Ng(H)/C(H) — Aut(H) (resp. Ng(H)/H — Autext(H))
est un monomorphisme et il suffit de montrer que Ng(H)/H — Autext(H)
est surjectif. Le point est que Ng(T) = Ng(H,T) et on peut donc consi-
dérer le composé Ng(T)/T — Ng(H)/H — Autext(H). Son noyau est
Ny (T)/T et on a donc une suite exacte | — Ny(T)/T — Ng(T)/T —
Autext(H). Comme (Ny(T)/T)(ks) est d’indice 6 dans (Ny(T)/T)(ks) et
que Autext(H)(ky) = S3, le morphisme Ng(T)/T — Autext(H) est surjectif.
On conclut que Ng(H)/H — Autext(H) est surjectif.

(2) On vient de voir que 1’on a une suite exacte | — Wg(T) — Wg(T) —
Autext(H) — 1.
(3) Celasuit du fait Ng(T) = Ng(H, T).
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(4) On note Gy la forme déployée de G munie d’un k-tore maximal déployé
Typ. Comme (G,T) est une k-forme de (Go, Tp), on peut supposer que
(G, T) = (;Gy, ;T) ol z est un 1-cocycle a valeurs dans Ng,(Tp)(ks) =
Aut(Go, To)(ks). On note Hy le k-sous-groupe de Go associé a Tp et on a
Ngy(To) = Ngo(Ho, To) = Hop % S3. Ona H = ;H;. En décomposant
H! (k, Ho % S3), on conclut que H est une k-forme intérieure de sa forme quasi-
déployée. |

Un autre avatar est 1’énoncé suivant.

Lemme 3.2.15 On suppose que le corps k est 3-spécial. Soit Go le k-groupe
déployé semi-simple simplement connexe de type E7. On note Hy le k-sous-groupe
semi-simple simplement connexe déployé de type E¢ de G obtenu en enlevant la
racine a.

(1) L’application H(k, Hy) — H'(k, Gy) est surjective.
(2) Si [z1 € H\(k, Gp), alors le k-groupe .G contient une forme fortement
intérieure de type Eg.

Démonstration

(1) Le k-groupe Hp est le groupe dérivé d’un sous-groupe de Levi Lo d’un
k-parabolique de type {a7}. Le groupe de Weyl Np,(Tp)/To contient
Npuy(To)/To = W(Ee) dont I'indice dans Ng,(To)/To = W(E7) est 237
qui est premier 2 3. Le Lemme 3.2.13 implique que H'(k, Ly) — H'(k, Go)
est surjectif. Or Lo/Hy = Gy, donc Hl(k, Hy) — Hl(k, L) est surjectif. 1l
résulte que H(k, Hy) = H(k, Gg) est surjectif.

(2) C’est une conséquence immédiate.

3.3 Déploiement des groupes semi-simples

Il est naturel de s’intéresser aux extensions déployantes des groupes semi-simples,
theme initié par J. Tits [178]. On procede en deux temps en commengant par les
formes fortement intérieures des groupes semi-simples simplement connexes.

Proposition 3.3.1 Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe absolu-
ment presque k-simple qui est une forme fortement intérieure de sa forme déployée.
On note X le type de G.

1. Si G est de type Ga, alors G est déployé par une extension quadratique
séparable.

2. 8Si X = By, ou D, (n > 1), alors G est déployé par une extension galoisienne
multiquadratique.

3. Si X = F4, E¢ alors G est déployé par une extension galoisienne résoluble de
degré 293P,
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Démonstration

(1) Soit G un k-groupe de type G2, alors G = Aut(C) pour une algebre d’octonions
C. Comme C est déployée par une extension quadratique séparable (car admet
une sous-algebre de quaternions), il en est de méme de G.

(2) On commence par le cas de D, ou G = Spin(¢) pour une forme quadratique
réguliere ¢ de dimension 2n. On considere sa classe [¢] dans le groupe de
Witt quadratique /, (k) engendré par les formes quadratiques non dégénées de
dimension paire [63, §8]. En vertu de loc. cit, §9.6, I, (k) est engendré par les
formes b(l, a) (resp. b[1, a]) en caractéristique # 2 (resp. caractéristique 2)
pour b € k™ eta € k™ (resp. k). Soit K 1’extension séparable multiquadratique
maximale de k. Alors I,(k) — I,(K) est triviale, en particulier ¢g est
hyperbolique.

Dans le cas de B,, on a G = Spin(y) ou ¢ est une forme quadratique
non singuliere de dimension 2n + 1 > 5. Si k est de caractéristique # 2, il
est clair par diagonalisation que gg est isométrique a la forme standard ¢y =
xg +x1y1+ -+ xpy,. 2n+ 1. On se place donc dans le cas de caractéristique
2. Alors ¢ = {(a) L ¢1 L --- L ¢, oules ¢; sont des formes régulieres
binaires [63, Prop. 7.32]. On conclut que g = {(a)x & H" = ayyp, donc Gg
est déployé.

(3) On note F/k le compositum des extensions résolubles de degré 2%3#. Soit G
un k-groupe fortement intérieur de type F4 (resp. E¢). D’apres Tits [178, lemme
1], G admet un k-sous-groupe semi-simple H de type A, x As (resp. F4). Dans
le cas de F4, HF est déployé (de rang 4), donc G est déployé. Dans le cas de Eg,
alors Hr est déployé, donc le k-rang de G est > 4. Suivant les tables de Tits, le
noyau anisotrope de G r est soit trivial, soit de type Da, soit de type As x Aj.
Les deux derniers cas ne sont pas possibles sur le corps F, donc G est déployé.

|

Remarque 3.3.2 Les cas de A, et C,, sont omis car toute forme fortement intérieure
est déployée.

L’étape suivante utilise la conséquence importante suivante du théoreme de
Merkurjev—Suslin.

Proposition 3.3.3 Soit | un nombre premier. Soit A une k-algébre simple centrale
l-primaire. On suppose que (k) = p(ks). Alors A est déployée par une extension
galoisienne l-primaire (i.e. le groupe de Galois est un l-groupe).

Démonstration Si [ est inversible dans k, il s’agit de [163, II.1]. Si/ = p est la
caractéristique du corps k, on sait que A est Brauer-équivalente a une k-algebre
cyclique [86, th. 9.1.8], donc est déployée par une extension cyclique p-primaire.

Proposition 3.3.4 (Tits, [178]) Soit G un k-groupe semi-simple absolument
presque k-simple qui est une forme intérieure. On note X le type de G.
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1. SiX =B, (n>2),C,(n=>2),resp. X = Dy (n > 2) non trialitaire, alors G
est déployé par une extension galoisienne 2-primaire et il en est de méme de tout
G-torseur.

2. 8Si X = E¢ ou E7, alors G est déployé par une extension galoisienne résoluble
de degré 2%3P et il en est de méme de tout G-torseur:

Démonstration Le cas des torseurs résulte de celui des groupes en vertu du
Lemme 3.4.2 ci-apres. On note K, (resp. K¢) le compositum des extensions
galoisiennes de degré 2% (resp. 2*3#). On veut montrer que G K, (resp. Gg;) est
déployé dans le cas (1) (resp. (2)).

(1) La classe de Tits 7 de G est un élément de Hf%pf(k, w2, Hépf(k, U2 X 2) ou
Hépf(k, i4). La Proposition 3.3.3 indique que 7Gx, = 0. Ainsi Gk, est une
forme fortement intérieure et la Proposition 3.3.1 permet de conclure que G,
est déployé.

(2) Dans le cas de Eg, La classe de Tits zG de G est un élément de Hépf(k, u3). La
Proposition 3.3.3 indique que tG k, = 0. Ainsi Gk, est une forme fortement
intérieure et la Proposition 3.3.1 permet de conclure que G g, est déployé.

Dans le cas de E7, la classe de Tits tg de G est un élément de Hf%pf(k, n2).
Ainsi G, est une forme fortement intérieure et a fortiori G g,. D’apres [178,
lemme 1], G g, admet un Kg-sous-groupe de type Eg. Celui-ci est donc déployé
donc le K¢-rang de G est > 6. Ainsi le noyau anisotrope de G, est de rang
< 1, il est donc trivial et G g, est déployé. | |

Le cas de type Eg est discuté dans [178] et au §9.3.2.

3.4 Quasi-déploiement et 0-cycles de degré 1

Soit ¢ une forme quadratique non-singuliere. Un résultat fondamental est que
I’indice de Witt de g est insensible aux extensions finies de degré impair (Springer,
[155, §2, th. 5.3]). En particulier, la propriété d’avoir un indice de Witt maximal est
insensible aux extensions finies impaires; en d’autres mots, le k-groupe algébrique
semi-simple SO(g) est quasi-déployé si et seulement si c’est le cas aprés une
extension finie de degré impair de k. Ce fait se généralise en dehors du type Eg.

Théoreme 3.4.1 Soit G un k-groupe semi-simple sans quotient de type Eg3. Soient
ki, ..., k. des extensions finies de k telles que pgcd([k1 : k],..., [k : k]) = L.
Alors G est quasi-déployé si et seulement si Gy, est quasi-déployé pour i =
1,...,r.

La démonstration n’est pas uniforme et rassemble plusieurs contributions,
notamment [10, 68]. Notons que la version “déployée" de ce résultat vaut aussi
dans le cas absolument presque simple (# Eg) [75, th. C]. Nous rappelons que
le k-groupe semi-simple G est isomorphe a un tordu intérieur d’un k-groupe
semi-simple quasi-déployé G? et qu’un tel G est unique a isomorphisme pres.
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Notant sz le quotient adjoint G de GY, cela signifie qu’il existe un cocycle
galoisien z : Yal(ks/k) — GZ 4(ks) tel que G est isomorphe a ;G7. Nous notons
T G — GZ 4 le revétement universel de G7. Alors ;G est le revétement
universel de ;G? = G.

Lemme 3.4.2 Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) G est quasi-déployé;
(i) [zZ1=1€ H'(k, G );
Si de plus [z] = m[z°] pour un 1-cocycle z*°¢ : Gal(ks/ k) — G*“9(ky),
c’est aussi équivalent a
(iii) [z*1=1¢€ H'(k, G**9).

Démonstration La classe d’isomorphie de G est déterminée par I’'image de [z] par
I’application H l(k, GZ . — H Y(k, Aut(G?)). Cette application a un noyau trivial
car la suite exacte de k-groupes 1 — GZd — Aut(G?) — Autext(G7) — 1
est scindée ([60, XXIV.3.10] ou [115, 31.4]). Ceci implique (ii) = (i). Le sens
opposé (i) = (ii) est trivial.

Nous supposons maintenant que z se reléve en un 1-cocycle z°¢. L’implication
(iii) = (ii) est triviale. Pour le sens (ii) = (iii), le point est que I’application
H'(k, G*¢9) — H'(k, G?) aun noyau trivial [75, lemme III.2.6] et nous rappelons
cet argument. Soit 7°“9 un k-tore maximal d’un k-sous-groupe de Borel de
G*“4. On sait que 7°“7 est un k-tore quasi-trivial [60, XXVI.3.13] et par suite
H'(k, T%¢9) = 1. Le k-tore T*“9 contient le centre C(G*“9) de G*¢ donc
1’application Hfi)pf(k, C(G*“9)) — H'(k, G*¢9) factorise par 1 = H'(k, T*¢9),
donc est triviale. Cela établit la trivialité du noyau de H!(k, G°¢%) — H'(k, GY).

|

Nous passons a la démonstration du Théoreme 3.4.1.

Démonstration Soit X la k-variété des sous-groupes de Borel de G [60, XXII.5.8.3].
Alors G est quasi-déployé si et seulement si X a un k-point. Nous devons donc
montrer que si X a un 0-cycle de degré 1, alors X a un k-point.

Sans perte de généralité, on peut supposer que G est simplement connexe de
sorte que I’on a une décomposition G = nj:l,“,s Ry; k(G j) ou chaque G est
un /j-groupe semi-simple simplement connexe absolument simple défini sur une
extension finie /;/k séparable. La vari€té X des sous-groupes de Borel de G est
isomorphe au produit l_[j=1,“,s Ri;/k(Xj) ou X est la /j-variété des sous-groupes
de Borel de G ;.

Réduction au cas absolument presque simple. Notre hypothese est que X (k;) # @
pouri = 1,..,r dou X;(k; ;) # @ pouri =1,..,retj=1,.,s. Chaque
[j/k étant séparable, k; ® [; est une k;-algebre étale pour i = 1, ..,7; il suit que
X j possede un O-cycle de degré 1. Si on sait traiter le cas de chaque X ;, on a alors
Xjkj) #Ddou X (k) # 0.

Nous supposons désormais que G est absolument presque simple et notons Gy
sa forme de Chevalley sur Z, i.e. G est une forme tordue de Gy xz k.
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Réduction au cas de caractéristique nulle. Si k est de caractéristique p > 0, soit O
un anneau de Cohen pour le corps k, i.e. O est un anneau complet de valuation
discrete dont le corps de fractions K est de caractéristique nulle et dont p est
une uniformisante [27, IX.41]. La classe d’isomorphie de G est donnée par une
classe y € H'(k, Aut(Gp)). Comme le Z-schéma en groupes Aut(Go) est affine
lisse [60, XXIV.1.3], on peut utiliser le lemme de Hensel H 10, Aut(Gy)) =
H'(k, Aut(Gp)) [60, XXIV.8.1]. Ceci entraine que G se releve en un O-schéma en
groupes & semi-simple simplement connexe. Soit X le O-schéma des sous-groupes
de Borel de & (ibid, XXI1.5.8.3), il est lisse et projectif. Pour i = 1, .., r, soit K;
I’extension non ramifiée de K de corps résiduel k;. Soit O; son anneau de valuation
et considérons les applications

X(Ki) = X(0i) = X(ki).

L’égalité de gauche vient de la projectivité et la surjectivité a droite suit du lemme
de Hensel. Par suite on a X(K;) # @ pouri = 1,...,r. Comme [K; : K] = [k; : k]
pouri = 1,..,r, il suit que la K-variété X possede un O-cycle de degré 1. En
admettant connu le résultat dans le cas de caractéristique nulle, nous avons X(K) =
X(0)#@dou X(k) #9.

Nous pouvons supposer dans la suite que k est de caractéristique nulle. Soit
u le centre de G et notons tg € H?(k, w) la classe de Tits de G [115, §31].
Comme la classe de Tits d’un groupe quasi-déployé est triviale, I’argument classique
de restriction-corestriction montre que t¢ = 0. En d’autres mots, G est une
forme fortement intérieure de G9. Ceala signifie qu’il existe un cocycle galoisien
z a valeurs dans G9(kg) tel que G = ,GY9. Le Lemme 3.4.2 montre que notre
probléme se traduit en la question de Serre [158, §2.4] sur la trivialit¢ du noyau
de I’application naturelle

H'(k,G7) — ]_[ H'(ki, GY).

i=1,...,r

Ce noyau est trivial dans notre cas d’apres Black [17, Th. 0.4], ce qui acheve la
démonstration. |

On peut associer 2 G un ensemble finis de nombres premiers S(G) (cf. table 4.1
au chapitre suivant). Comme le k-groupe algébrique semi-simple G se déploie apres
une extension finie de corps dont les facteurs premiers appartiennent a S(G) [178],
on obtient le raffinement suivant.

Corollaire 3.4.3 Soit G un k-groupe semi-simple sans quotient de type Eg. Soient
ki, ..., k. des extensions finies de corps de k tel que pgcd([ky : k], ..., [kr : k]) est
premier a S(G). Alors G est quasi-déployé si et seulement si Gy, est quasi-déployé
pouri =1,...,r.
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Remarque 3.4.4 Le cas général est discuté dans au §9.3.1.
Le Lemme 3.4.2 combiné au corollaire a la conséquence suivante.

Corollaire 3.4.5 Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe sans quo-
tient de type Eg. Soient ki, ...,k, des extensions finies de corps de k tel que
pged(lky : k], ..., [kr : k]) est premier a S(G). Alors les applications

H'(k,G) — ]—[ H'(ki, G) et

i=l1,..r

H'(k, Gaa) > ] H'Gi,Gaa)

i=l1,..r

ont des noyaux triviaux.

Notes

Nous avons utilisé librement au §3.2.7 une technique de réduction des torseurs dans
une situation d’espaces « préhomogenes ». Nous 1’avons apprise dans I’article de
Tits [178] et cette technique a été développée par Garibaldi [69, §9.3].



Chapitre 4 m)
Dimension cohomologique séparable Shethie

Soit k un corps. On note p > 1 son exposant caractéristique. On note k; une cloture
séparable de k et I, = Yal(ks/k) le groupe de Galois absolu de k.

Si p = 1, la dimension cohomologique séparable de k est la dimension
cohomologique de k, mais si p > 1, la p-dimension cohomologique n’est pas un
invariant intéressant, en effet c¢d, (k) = 0 si I k(p ) = et cdy(k) = 1 sinon [159,
I1.2.2]. On est amené a définir la p-dimension cohomologique séparable en utilisant
les groupes de cohomologie galoisienne « modifiés » H;fH (k) de Kato.

Le point le plus important est la caractérisation des corps de dimension cohomo-
logique séparable < 1 et < 2 et le lien avec des cas particuliers des conjectures I et
II de Serre d’annulation en cohomologie galoisienne.

4.1 Groupes de normes séparables, cas des variétés de
Severi-Brauer

Définition 4.1.1 Soit X un k-schéma de type fini.

(1) On définit le groupe de normes de X, noté Ny (k), comme le sous-groupe de k>
engendré par les Ny /¢ ((k/ ) ><) ou k' parcourt les extensions finies de corps de k
telles que X (k') # @.

(2) On définit le groupe de normes séparable de X, noté N;?p (k) comme le sous-
groupe de k™ engendré par les Ny /¢ ((k/ ) ><) ou k' parcourt les extensions finies
de corps séparables de k telles que X (k') # @.

On a I’'inclusion N;?p(k) C Ny (k) et on retient que si X (k) # ¢, alors N;?p(k) =
N){ (k) = k*. Si L est une extension de corps de k, on note abusivement N}ep(L) =
NP (L).

L
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Le lemme suivant indique que la notion de groupe de norme séparable d’un k-
schéma généralise le groupe de normes usuel d’une extension séparable.

Lemme 4.1.2 Soit A une k-algebre étale sur k et posons X = Spec(A). Alors on a
Naje(A™) = NyP(k) = Nx (k).

Démonstration Soit k'/k une extension de corps finie satisfaisant X (k) # @, i.e.
le morphisme de k’-algebres kK’ — A ®; k' admet une rétraction ou de fagon
équivalente il existe un isomorphisme A ®; k' = k' x B ol B est une k’-algebre.
Alors on a les inclusions

Ne/e((K))) < Nk’/k(NA®kk’/k’((A Ok k’)x)) C Najk(AX).

En prenant toutes les extensions k’/k satisfaisant X (k') # @, on obtient I'in-
clusion Ny (k) C NA/k(AX). Dans 1’autre sens, on décompose A = ki X

- X k, en produit d’extensions finies séparables de corps; on a Ny /k(AX)
Nk, /k (k) -+ Ny (k). Pour chaque i, on a X (ki) # @, d’out Ny, /x (k)

NP (k) C N (k). On conclut que Ng /i (AX) = NP (k) = Ny (k).

m N

Nous allons inscrire la construction des groupes de normes dans un contexte
plus large, a savoir celui des fonctions de détermination. On note e I’ensemble & un
élément et 2° = {(J, e} ’ensemble des parties de ’ensemble a un élément o.

Définition 4.1.3 (Karpenko-Merkurjev [108]) Une fonction de détermination
pour le corps k est une fonction D : k-Corps — 2° qui satisfait les deux regles
suivantes:

(1) Pour tout morphisme E — E’ de k-corps, D(E) = e = D(E’') = o,
(2) (Continuité) Pour chaque limite inductive filtrante K = 111)1 ko de k-corps telle
ael
que D(K) = e, il existe un indice « tel que D(ky) = o. ©

Si D est une fonction de détermination sur k et K est une extension de corps de k,
alors la restriction Dk de D aux extensions de K est une fonction de détermination
sur K.

Si D et D’ sont deux fonctions de détermination sur k, on dit que D est plus fine
que D’ et on écrit D < D’ si pour tout k-corps E,ona D(E) = e =—> D/'(E) =
o. Larelation < est une relation d’équivalence.

Si X est un k-schéma de type fini, on pose Dx(E) =¥ si X(E) = et Dx(E) =
e sinon; alors Dy est une fonction de détermination sur k. En outre, si f : X — Y
désigne un morphisme entre k-schémas de type fini, alors on a Dy < Dy.

Si Di,...,D, sont des fonctions de détermination sur k, alors D =
Dy ADyA---ADy défini pr D(E) = (1 Di(E) est une fonction de
i=1,...,n

détermination sur k.
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Exemples 4.1.4

(a) Soient G/k un groupe algébrique affine et X un k-torseur sous G dont on note
y € Hfi)pf(k, G) la classe. Si F désigne une extension de k, on a X (F) # 0 si

et seulement si yr = 1 € Hé,pf(F , G). Ainsi la fonction de détermination ne
dépend que de la classe y. En d’autres mots, on peut associer a y la fonction de
détermination D, définie par D), (F) =essiyp =1¢ Hf%apf(F , G).

(b) Plus généralement, si M est un module galoisien sur k et y € H'(k, M)
est une classe de cohomologie galoisienne (i > 1), on définit la fonction de
détermination D), par D), (F) = e ssiyp = 0 € H!(F, M). La condition
de continuité est satisfaite puisque la cohomologie galoisienne commute aux
limites inductives de corps [159, 1.2.3, prop. §8].

(c) Si p désigne un k-groupe algébrique de type multiplicatif, alors il existe une
suite exacte 1 — w — T — T’ — ou T et T’ sont des tores algébriques. Pour
les k-groupes lisses T et T’, la cohomologie plate coincide avec la cohomologie
galoisienne et en particulier commute aux limites inductives de corps. Par
I’argument de décalage traditionnel, il suit que la cohomologie plate de p
commute aux limites inductives de corps. Etant donné y € Hf"ppf(k, w) (@ =>1),
on peut donc associer la fonction de détermination D, par D, (F) = e ssi
yr =0 € Hiyy(F. ).

Dans ce livre, nous travaillons principalement avec des groupes de normes
séparables et nous laissons au lecteur le soin de formuler le cas échéant des sorites
analogues pour les groupes de normes incluant toutes les extensions finies.

Définition 4.1.5 Soit D une fonction de détermination sur k. Le groupe de normes
séparable N (k) est le sous-groupe de k* engendré par les Ny, ((K')*) ol k'
parcourt les extensions finies de corps séparables de k telles que D(k") = e.

Dans le cas de Dy, on retrouve bien siir que N)s(é Pky = Nzé;’ (k). De plus, si
D < D’ sont des fonctions de détermination sur k, ona N Zép kS N ;é,p (k). Enfin, si

K est une extension de k, on emploie abusivement la notation N;)ep(K )= N;)e}: (K).

Lemme 4.1.6 Soit D une fonction de détermination sur k.

(1) Soit K = li_n)lka une limite inductive filtrante de k-corps. Alors
ael
lim NpP (ko) = NpP(K).
ael p
(2) Sozit L/k une extension finie séparable de corps. Alors NL/k(ng(L)) -
NP (k).
(3) On suppose qu’il existe des extensions finies séparables ki, ..., k, de k

telles que D(kj) = o pouri = 1,...,n. Alors kx4 C NSDép(k) ond =
peed (ks : k1, ..., [ky : K1),



58 4 Dimension cohomologique séparable

(4) Soit E une autre fonction de détermination sur k et supposons que D < E.
On suppose que NSEeP (k) = k* et que pour toute extension finie séparable L[k
satisfaisant E(L) = o, on a NP (L) = L*. Alors NP (k) = k.

(5) On suppose que D = Di A -+ A Dy o les D; sont des fonctions de
détermination satisfaisant NSDeIP (L) = L* pour toute extension finie de corps

séparable L[k et pourtouti =1, ...,n. Alors ngp(k) =k*.
Démonstration

(1) Le morphisme naturel 131)1 Nzép(ka) — N;ép (K) est injectif, montrons sa
ael
surjectivité. Soit x € NSDSP(K ). Alors il existe des extensions finies de corps
séparables Ki,...,K, de K et des éléments x; € K /.X tels que x =
[[ Nk;/k(xj)et D(K;) = epour j =1,...,n. Il existe un indice oy tel
j=l,...,n
que Kj = K ®x,, kj, xj € 1 ® kj, ou k; est une extension finie séparable
de koy pour j = 1,...,n. Vuque K; = 121)1 ko @y, kj, la propriété de
ael
continuité montre qu’il existe o1 > o tel que D(ky, I k;j) = e. Alors
x = Ng,/k (x1) ... Nk, /x (xp) € NpP(kq,).
(2) Soit E/L une extension finie séparable de corps satisfaisant D(E) = e. Alors

E/k est séparable et Ng/x (E*) C NSDép(k). Or on a NE/L(NE/L(EX)) =
Ng/k (E*), d’ou NL/k(NE/L(EX)) C NSDep(k). En prenant toutes les

extensioqs finies séparables E/L satisfaisant D(E) = e, on obtient
Nr/k(NpP(L)) € NP (k).

(3) On suppose qu’il existe des extensions finies séparables k1, ..., k. de k telles
que D(k;j) =epouri =1,...,retp.g.cd([ks : k], ..., [k : k]) = 1. Il existe
alors des entiers ay, . . ., a, satisfaisant 1 = a[ky : k]+az[ky : K]+ - -+a, [k, :

k]. Etant donné x € k*, on écrit

¥ = xal[kl:k] x xaz[kzlk] cox xar[kr:k] — Nkl/k(x)al N, Nkr/k(x)ar-

Comme Nki’/k (kl.X) est un sous-groupe de NSDep (k) pouri =1, ..., n,onconclut
que x € NP (k).

(4) Soit E une autre fonction de détermination sur k telle que D < FE et satisfaisant
ngp (k) = k* et telle que pour toute extension finie séparable L /k satisfaisant
E(L)=e,0onaNy(L) = L*. ’

Soit x € k™, comme x € ngp (k), il existe des extensions finies séparables
ki,..., k. de k telles que E(k;) = epouri = 1,...,r et des scalaires x; €
kl.X satisfaisant x = Ng,/k(x1) X --- x Ng,/x(x;). Pour chaque i, on a x; €
Np(k;) donc il existe des extensions finies séparables de corps k; 1, . . ., ki m; de
k; satisfaisant D(k; ;) = e pour tout j et des scalaires x; 1, ..., Xj m; tels que
Xi = Ng; 17k (xi,1) X -+« X Np; /& (xi,m; ). En utilisant la formule de composition
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des normes, il vient

X = l_[ l_[ Nk j/k(xi j)-

i=l1,..., rj=1,.., m;

Comme les k; ; sont des extensions finies séparables de corps satisfaisant
D(ki j) = e, 0n conclut que x € NSDep(k).
(5) Par récurrence, on est ramené au cas de D1 A D;. En appliquant 4) a D =

Dy A Dy et Dy, il vient NP (k) = k*. u

On étudie maintenant la localisation en un nombre premier /; on rappelle que la
notation k) désigne une extension séparable maximale de degré premier a [ de k

S1.1.1).

Lemme 4.1.7 Soit D une fonction de détermination sur k et soit | un nombre
premier.

(1) Si ND(k(l)) = (kDY*, alors pour tout entiern > 1, on a Np (k) . k*!" = k*.
(2) Si Np (k(l)) = (kD)X pour tout premier I, alors Np (k) = k*.

Démonstration

(1) Soitn > 1 un entier. Soit x € k*. En écrivant k® comme la limite inductive
de ses sous-corps finis sur k, le Lemme 4.1.6.(1) montre qu’il existe une sous-

extension K C k), séparable de degré fini sur k telle que x € ng(l{ ). On écrit
xKH = Ng /4 (x). Le lemme 4.1.6.(2) indique que x/8**1 € Np (k). Comme
[K : k] est premier & [, on conclut que x € NSDep(k) N

(2) Soit x € k*. En reprenant (1), on voit qu’il existe pour chaque premier /, une
extension séparable finie k; de degré premier a [ telle que x € NSDeP (klx). Les
degrés [k; : k] pour [ parcourant I’ensemble des nombres premiers sont donc
premiers entre eux dans leur ensemble; il existe donc une relation de Bezout
1 =dilky : k1 + -+ drlk, : k]. On écrit

dl[kll k] %

X =x e xR = N (0 x - x N, k)

Pour chaque i, on a x € NsDép(le) donc Nk,i/k(x) € ngp(k) d’apres le

Lemme 4.1.6.(2). L’expression ci-dessus permet de conclure que x € NSDép k).

Soit A une algebre simple centrale. On dispose de ’homomorphisme de norme
réduite Nrd : A* — k> [86, §2.6]. La théorie des déterminants non commutatifs
de Dieudonné montre que Nrd(GL, (A)) = Nrd(A*) pour tout entier n > 1 [86,
2.8.10] Ainsi si B est une algebre simple centrale Brauer équivalente a A, on a
Nrd(A*) = Nrd(B*). Le groupe des normes réduites admet la caractérisation
suivante.
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Proposition 4.1.8 Soient A une algébre simple centrale et X / k la variété de Severi-
Brauer associée a A. Alors Nrd(A*) = N}’ (k) = N (k).

Rappelons que d’apres le théoreme de Chatelet [86, §5.1], 1a variété de Severi-
Brauer X satisfait la propriété suivante: pour tout corps F/k, on a X (F) # ¥ si
et seulement si la F-algebre simple centrale A ®; F est déployée, c’est-a-dire est
isomorphe a une algebre de matrices.

Démonstration Si A est isomorphe a une algebre de matrices et X a un espace
projectif, les trois groupes sont k. Cette remarque nous permet de supposer que le
corps de base k est infini.

On commence par le cas ol A est a division. Pour établir I’inclusion Nrd(A*) €

N}ep(k), on considere I'ouvert U de G = GLj(A) des éléments semi-simples
réguliers de G (i.e. dont le polyndme caractéristique réduit a des racines distinctes
dans E). Etant donné a € A*, la k-variété aU N U est k-rationnelle et admet donc
des k-points rationnels. Ainsi a = aja, Vavec aj, ay € U(k) et on peut supposer
que a est semi-simple régulier. Alors k[a] est un sous-corps commutatif maximal
de A et déploie donc A [86, 4.5.3]. Ainsi X (k[a]) # ¥, d’ou Nrda(a) = Nia1/x(a)
appartient a N;?P (k).

Dans le cas général, le théoreme de Wedderburn produit une décomposition

~

A = M,(D) ou D est une k-algebre simple centrale a division. Notant Y la
variété de Severi-Brauer de D, on a N;ep(k) = N;ep (k). On utilise maintenant
le fait Nrd(D*) = Nrd(A*); I’inclusion Nrd(D*) C N;ep(k) produit I’inclusion
Nrd(A*) € Ny (k) € Nx (k).

Pour I’autre sens, soit K’/ k une extension finie de corps déployant A. Alors il
existe une k-algebre simple centrale B Brauer équivalente a A telle que B contienne
k' et [k’ : k]* = dimg(B) [14, IV.1.12]. Comme la restriction de Nrdg a k’ est Ny /k
on obtient I'inclusion Ny/ ((k")*) € Nrdg(B*) = Nrda(A™). [ |

Remarque 4.1.9 Un autre exemple est celui d’une quadrique projective
X ={g =0} pour une forme quadratique g régulicre de dimension paire et
représentant 1. Alors Ny (k) est le groupe des normes spinorielles de g, c’est-a-
dire le sous-groupe de k> engendré par les valeurs non nulles de g [48, §2].

4.2 Rappels de cohomologie galoisienne

Sim > 1 désigne un entier inversible dans k, on note u,, le faisceau galoisien des
racines m-ieémes de 'unité. Sii € Z>¢, onnote Z/mZ(i) = ,u%’i le produit tensoriel
i-fois.

Si m’ désigne un multiple de m premier & p, on a un morphisme injectif
Z/mZ(i) — Z/m'Z(i) et on note (Q/Z) (i) la limite inductive des (Z/mZ)(i)
pour m parcourant les entiers premiers a p. On note Hl(k)y = H1(k, Z/mZ(g—1))
le groupe de cohomologie galoisienne. Pour ¢ = 2, ce groupe est isomorphe a la
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m-torsion du groupe de Brauer de k. La caractérisation suivante est une variante de
[159, 11.2.3, prop. 4].

Proposition 4.2.1 Soit [ un premier inversible dans k. Alors pour tout entier g > 0,
les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) cdi(k) < q;
(ii) quH (k) = 0 pour toute extension finie séparable k' / k. [ |
Si A désigne une k-algebre simple centrale d’indice divisant un entier m premier
a p, on considere sa classe [A] € HZ(k, ) avec les conventions de signe de
[86, §4.4]. Le cup-produit H2(k, i) x H'(k, i) — H3(k, Z/mZ(2)) induit un
morphisme 74, : K>/ kX" ——— A1V ——— H3(k,Z/mZ(2)).
Si L/k désigne une extension finie séparable, on dispose du diagramme commu-
tatif

L~ /LX'” H3(L 7./ mZ(2))
lN,/k lCoresl/k
o o Y 3G 2 mz.2))

en vertu de la formule du produit [86, 3.4.10.(3)]. En particulier, si L déploie A, on
constate que r4 m, (NL/k(LX).kX’”) = (. En prenant toutes ces extensions L/k, il

vient rA,m(Nifp (k).k>*™) = 0 ou X désigne la variété de Severi-Brauer de A. En
tenant compte de la Proposition 4.1.8, I'invariant r4 ;, induit un morphisme

Tam:k*/Nrd(A*) —— S H3 (k,Z/mZ(2)).
Par des calculs de K -théorie et de KM -cohomologie des variétés de Severi-Brauer,
Merkurjev et Suslin ont établi le fait suivant [134, th. 21.4] (ou [86, Th. 8.9.1]).

Théoreéme 4.2.2 On suppose que A est d’indice divisant un premier | # p. Alors
7 A.m est injectif. |

Remarque 4.2.3 Cet énoncé est faux si I’on autorise des indices carrés, voir [132,

§2].

4.3 Groupes de cohomologie galoisienne modifiés de Kato

Dans cette section, on suppose que p > 2 et on va définir suivant Kato [109, §1.1]

des groupes ng 1(k) qui constituent un analogue des groupes précédents. On suit
ici la variante de présentation donnée par Izhboldin [98, §6].
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On fixe des entiers ¢ > 0 et n > 1. On note W, (k) ’anneau des vecteurs

de Witt (ag,...,a,—1) de longueur n [97, §1.1]; pour m > 1, on dispose
de I’homomorphisme de décalage (Verschiebung) V : W,(k) — W41, (k),
(ag,ai,...,an—1) +— (0,...,0,a9,a1,...,a,—1) et de restriction R

Wham (k) — Wy (k), (bo, b1, ..., bytm—1) + (bo, b1, ...,b,—1); On a une suite
exacte 0 — W, (k) — W,yn(k) = Wy (k) — 0. On note .% ’homomorphisme
W, (k) — Wy (k) «relevé de Frobenius » , (ao, ..., an,—1) + (a},...,a’ ). On
note J,! le sous-groupe de W, (k) @z k> --- ®z k* (g fois k*) engendré par les
éléments de la forme

@ 0,...,0,a,0,...00®a®b02®---@bgpouri =0,...,n—1,a,b2,...,b4 €
k* (ouily ai zéros au début);

(i) w®b1 ®bry®---® by pourw € Wy (k) ethy,..., b, € k* tels que b; =bj
pour deux indices i # j.

On pose Qf(k) = W, (k) ®z k*--- ®z k* /J. Sim > 1, le morphisme de
décalage W, (k) — Wy, (k) (resp. la restriction Wy, (k) — W,,(k)) induit un
homomorphisme de groupes Qj (k) — Q. (k) (resp. Q1. (k) — QL (k)) de
sorte que la suite

0— Qi(k) = Oy, (k) — O (k) — 0

n—+m

est exacte. De plus, on a les propriétés galoisiennes Qg (k) = H O(k, QZ(kS)) et
H'(k, Q2(ks)) = 0 (loc. cit., prop. 6.3). On dispose du morphisme « symbole
différentiel »

i KM/ p K (K) — QLK) bi®---®by — (1,0,....0)®b1 ®- - ®b,.

De plus, le morphisme % : W,(k) — W,(k) induit un morphisme
F : Qh(k) — Qf(k). On pose alors

HO (k) = cOker(QZ(k) F-id QZ(k)) et HOE' (k) = lim HE (k).

n

Par construction, on dispose d’un morphisme surjectif W, (k) ®z K,’f/l(k) —
q+1

H et k).

Exemples 4.3.1

(1) Sig = 0,on a H;n(k) = Wuk)/(F — id)(Wy(k)). Via le choix d’un
isomorphisme W, (F,) = Z/p"Z, ce groupe est isomorphe a H Yk, Z/p"Z)
[139, 6.1.5]. Pour tout a € W, (k), on note x, € H'(k,Z/p"Z) le caractere
associé.

(2) Pour g = 1, on a un isomorphisme Hl%,, (k) = pBr(k),a®b +— (xq,b) [109,
§3.4] ou (x4, b) désigne I’algebre simple centrale définie dans les notations
préliminaires.
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Le cas n = 1 est celui le plus important en pratique et s’exprime en termes de
formes différentielles. On note £2 le k-espace vectoriel des différentielles absolues

de k et 20 = A48 pour tout ¢ > 0. On note d : 27 — 27" I'opérateur
« différentielle extérieure » BEH son image (avec la convention B,? =0)et ZZ

. . dx dxg 1.0 -
son noyau. L’assignation a &t A 452 ... A £X¢ a”dx1 A4 A 25 définit une
X1 X2 Xq X2 Xq

application p-linéaire F : 2 — 2 /B[ [86,9.2.1].

Proposition 4.3.2 L’assignation a ‘Zb LA dbbzz ‘A dbb" > [a Rb1®---®b ] définit

q+1
pr

une application additive u : .Qk (k) et u induit un isomorphisme

cOker(Q‘f - 9‘1/3‘1) = = ).

Démonstration L’ application u, si elle existe, est définie par 1’assignation. Pour
définir u, on utilise que .QZ est le quotient de k ®z k* ®z - - - k™ par le sous-groupe
engendré par les éléments de la forme suivante [109, lemma 5 p. 616]:

d d d
@ {(ij') ® (ij) - Y xj ®xj} @y ® - ®y, pour d > 0,
j=1 j=1 j=1
d
X1, .oosXd, Y2, ..., Vg € k™ satisfaisant ) x; € k™

i=1
I x®y1®y2®---® y; pourx € k,ylj,...,yq € k* tels qu’il existe i < j
satisfaisant y; = y;.
Ces deux relations sont vérifiées dans le quotient Q‘f (k) de k @7 k™ @z --- Qz k*
et a fortiori dans H g“(k) d’ol une application additive surjective u : .QZ —
Hg“(k) satisfaisant la propriété requise. Par définition de Hg“
ker(u) est engendré par les éléments de la forme

(k), le groupe

db,
(A) ad—“Ade---A—qpoura,bz,---,bqekX;
‘1
db db db,
B) (@ -a)5 l/\ 2-~-Ab—;’p0ura,b1,-~-,bqekx.

Comme BZ est le sous-groupe de QZ engendré par les éléments de la forme (A),

S S . . F—id
il suit que BZ C ker(u) et que u induit un isomorphisme Coker([)g -

2f/Bl) = HiM . n
Remarque 4.3.3 Si k est de p-rang fini < r, alors toute famille xi, ..., X, X,41

de k* est p-liée, d’ou il suit que (dx;)i=1, . r+1 est une famille liée du k-espace
vectoriel §2 [26, V.16, th. 1]. Par suite 2] 7' = 0 et H;,+2(k) = 0 d’apres la

Proposition 4.3.2. Ceci entraine par décalage que H;,T 2(k)y=0 pour toutn > 1.
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4.4 Globalisation
Sim = m'p" avec (m’, p) = 1, on pose

Hi ) = HO (0 @ HET (k).

Si K/k désigne une extension finie de corps, ces groupes sont munis d’une
restriction Res,f : H,Zﬂ(k) — H,ZH(K) et d’une corestriction Coresf
HITYK) — HIT (k) satisfaisant CoresK o Resk = x[K : k] [109, §3.2]. De
plus, on a une structure de produit

HIT ) x KM (k) - HET" T K), (@) a.c

qui satisfait la formule de projection (pour les corestrictions pour les extensions
finies) dans les deux sens (ibid, lemma 1). La version a coefficients divisibles est
définie de facon analogue

HT (k, Q/Z(g)) = HT' (k. (Q/2) (@) & HX' (k).

Si A désigne une algebre simple centrale de période divisant m = m’p”, on consi-
deére sa classe [A] € Hn% (k). De la méme facon que dans le cas modéré, le produit

H2(k) x k* — H3(k) induit un morphisme Fa, : k*/Nrd(A%) 2%
H3(k, Z/mZ(2)). Le résultat suivant incorpore au Théoreme 4.2.2 le cas de
caractéristique positive établi en [76, th. 6].

Théoreme 4.4.1 On suppose que ’indice de A divise un nombre premier. Alors
Fam kX /Nrd(A*) — H3(k, Z/mZ(2)) est injectif.

Démonstration On peut supposer que /| = p. Sans perte de généralité, on peut
supposer que A est a division de degré p. On note O un anneau de Cohen de £,
c’est-a-dire un anneau complet de valuation discréte d’uniformisante p de corps
résiduel k et de corps des fractions K de caractéristique nulle [27, IX.2.3, prop. 5].

D’apres Grothendieck, on sait que A se reléve en une (unique) O-algébre
d’Azumaya o7 de degré p [91, th. 6.1]. Selon Kato [110, th. 3], on dispose d’un
morphisme de relevement (injectif) i,%’ K- H[% (k) — H[%(K ) et nous affirmons que
le diagramme suivant

H2 (k) »Br(k) <—— ,Br(0)

t e

H2(K) —= ,Br(K)

commute, ol on a mis en évidence I’homomorphisme de spécialisation Br(O) —
Br(k) qui est bijectif [91, cor. 6.2]. La commutativité se vérifie sur les générateurs.
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Soienta € keth € k*. Onnote x, € H'(k, Z/pZ) = k/(F — id)(k) la classe
de a. Alors I'image de x,.(b) dans ,Br(k) est la classe de I’algebre [a, b). On
note x, le relevé de x, par I’isomorphisme de spécialisation H éltale(O’ 7/pZ) =
H]} (k. Z/pZ). Alors i ¢ (xa) = (Xa)k et if x(Xa-(b)) = (Xa)x U (B). Or
[a, b) se releve en la O-algebre cyclique (X, B), donc on a bien la compatibilité
souhaitée.

Soitc € k> tel que (c).[A] = O et soit ¢ un relevé dans O. L’image par H; (k) —
H;(K ) de (¢).[A] est (¢).[.«7k] donc est nulle. Par application du Théoréme 4.2.2
(i.e. injectivité de 7o p), il vient ¢ € Nrd(.;z%KX). On écrit alors ¢ = Nrd(p~" x) avec
x € o\ po,d’olt cp” = Nrdy, (x) = Nrdy (x). Comme A est a division, on a
Nrd g (x) = Nrd4(x) # 0, donc r = 0 etc = Nrd4 (x). [ |

4.5 Dimension cohomologique séparable

Définition 4.5.1

(1) Sil estun entier premier a p, on définit la dimension cohomologique séparable
en /, notée scd; (k) par scd; (k) = cd; (k).

(2) Sip > 1, on définit la dimension cohomologique séparable en p, notée scd, (k),
par

scdy, (k)

= Inf {q €Z= | H,?H(k/ ) = 0 pour toute extension finie séparable de k }

(3) On pose scd(k) = Inf{scdl(k) | 1 premier}.

La caractérisation de la Proposition 4.2.1 indique que 1’on aurait aussi bien pu
définir scd; (k) pour [ # p par la formule

scd; (k) = Inf {q e”Z= | quH (k"y = 0 pour toute extension finie séparable de k }

C’est cette expression que 1’on utilisera le plus souvent.
Remarques 4.5.2

(a) Si k' désigne une extension séparable de k, on a scd; (k") < scd;(k) pour tout
premier /, et donc aussi scd(k’) < scd(k).

(b) On suppose p > 1 et k de p-rang fini r. La remarque 4.3.3 entraine que
sedp (k) <r + 1.

Exemples 4.5.3 Soit k un corps de degré de transcendance r sur un corps parfait kg
de caractéristique p > 0.
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(a) La Remarque précédente (b) entraine alors que scd, (k) < r + 1.

(b) Si K est un corps complet pour une valuation discrete de corps résiduel &,
alors H;H(K’) = 0 pour toute extension finie K'/K (Kato [109, th. 1]). En
particulier, on a scd, (K) < r +2.

Lemme 4.5.4 Soit | un nombre premier (non nécessairement inversible dans k).

(1) Soit M un module galoisien fini l-primaire. Alors pour tout entier g > 0, pour
foute extension finie séparable de corps k'/k, la restriction H1(k', M) —
HI(K ®x 408 M) est injective. En particulier, I’application H;{,-H(k’)
HZZ—H (k/ Rk k(l)) est injective pour tout q > 0 et pour tout n > 1.

(2) Soit m un nombre premier. Alors

Osil#m
d (k) = )
SC m( ) {SCd[(k) sil =m.

Démonstration

(1) Si E/k une extension finie séparable de E de degré premier a /, alors la
restriction HY(k, M) — HY (E , M) est injective (scindée) au moyen de la
corestriction [139, §1.5]. Par passage a la limite sur les sous-extensions finies
de kD, il suit que la restriction H?(k, M) — HY (k(l), M) est injective. En
appliquant ce fait au module galoisien coinduit Coind],g/(M ), on obtient la
généralisation désirée via les isomorphismes « de Shapiro» [86, 3.3.2] .

(2) Le groupe de Galois absolu de chaque extension finie séparable &’ de k) est un
pro [-groupe si bien que H'(k',Z/mZ) = 0 si m # . Ainsi scd,, (k(l)) =0
pour m # I.

Pour toute extension finie séparable kK’ de k, on a ’inégalité évidente scd; (k') <
scdy(k) et par passage 2 limite sur les sous-extensions finies de k), il vient
scd; (k(l)) < scd; (k). Dans I’autre sens, soit ¢ > 0 un entier tel qu’il existe une

extension finie séparable k’/k de sorte que H;’H(k’ ) # 0. On écrit k' @ kO =
E; x --- x E, ou les E; sont des extensions finies séparables de kO, Alors (1)
indique que 1’application H;’H k) —- P H;’H (E;) est injective et il existe

i=l1,..., r

donc un indice i tel que quJrl(Ei) # 0. Ceci montre que scd, kD) > scd;(k). N
4.6 Caractérisation des corps de dimension cohomologique
séparable < 1

L’énoncé suivant de caractéristique libre est une variante de la caractérisation des
corps de dimension cohomologique 1 [159, I1.3.1].
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Proposition 4.6.1 Soit | un nombre premier. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes:

(i) sedi(k) < 1;
(ii) Pour toute extension finie de corps séparable L]k et toute L-algébre étale
cyclique E /L de degrél, onaNg; (E*) = L*;
(ii’) Pour toute extension finie de corps séparable L/k, pour toute algebre étale
E/L et pour tout entiern > 1, ona Ng,p (E™) . Lx" =L~

Par passage 2 la limite, I’assertion (ii) (resp (ii")) est équivalente a la méme
assertion sans hypothese de finitude sur [L : k].

Démonstration (ii") = (ii): Etant donné E/L comme en (ii), on a L* =
L .NE/L(EX). Or NE/L(LX) = LXZ, d’ou L* = NE/L(LX).

(i) = ({i): Etant donné E/L comme en (ii), on note X = Spec(E) la
L-variété sous-jacente. D’apres le Lemme 4.1.2, on a Ng/ (L*) = Nx(L) et
le Lemme 4.1.7.(1) indique qu’il suffit de montrer que NX(L(Z)) = (LDY* ou
autrement dit que la norme Nz, 1o, est surjective. On décompose E @1, LD =
E1 x --- x E, ou E; est une extension séparable finie de corps de LD, Le
Lemme 1.1.1 indique que chaque E;/L® est une tour d’extensions cycliques de
degré [ et par composition des normes, I’hypothese (i7) implique la surjectivité de
Ng, /0. On conclut que Neg, 7o/ est surjective.

Sil # p, ’équivalence (i) <= (ii) se trouve en [86, 6.18]. On se place dans le
casl = p.

(i) = (ii): Soit [a, b) une p-algebre cyclique de degré p aveca € ketb €
k*. On note k, = k[t]/(tP —t — a) la Z/pZ-algebre galoisienne associé a a.
Par hypothése, on a b € Ny, /x(k;), donc [a, b) est triviale [86, 4.7.4]. Or d’apres
Teichmiiller, le groupe ,Br(k) est engendré par les classes des p-algebres cycliques
de degré p [86, th. 9.1.4], donc H[%(k) = pBr(k) = 0. De méme, H[%(k’) =0
pour toute extension de corps séparable k' / k, donc scd, (k) < 1.

(it) = (i): Soit [a, b) une p-algebre cyclique de degré p aveca € ketb €
k*. Alors [a, b) est déployée donc b € Ny, /i (k). Par suite, la norme Ny, /x est
surjective. De méme pour toute extension finie de corps séparable L /k et pour toute
L-algebre étale cyclique E/L de degré [, onaNg,  (E*) = L*. |

Une seconde caractérisation se formule avec les tores algébriques et les groupes

de type multiplicatif.

Proposition 4.6.2 Soit | un nombre premier. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes:
(i) scdi(k) < 1;
(ii) Pour tout k-groupe fini multiplicatif l-primaire u, on a Hf%pf(k, w) =0;
(iii) Pour tout k-tore T, on a H'(k, T){I} = 0.

Démonstration (i) = (ii) : Commengons par le cas u© = p;. Dans ce cas, vu
que Hfi)pf(k, G,,) = 1 (version plate du théoreme 90 de Hilbert), la suite exacte
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. l . . . .
de k-faisceaux plats 1 — u; — Gy, it G,, — 1 induit un isomorphisme

HE (ks ) — Br(k). Par hypothése, on ;Br(k) <— H(k) = 0, d’ou
Hey (k. ju1) = 0.

On passe au cas général. Soit K / k I’extension galoisienne minimale déployant p.
Notons I' = Zal(K / k) son groupe de Galois et par k€’ C K le sous-corps des points
fixes d’un /-sous-groupe de Sylow de I". On dispose d’une corestriction Coresf :
Hf%pf(k’ L) — Hf%pf(k, W) si bien que [k’ : k] étant premier a [, la restriction
Hf%pf(k, n) — Hf%pf(k’ , ib) est injective. Par ailleurs, la Remarque 4.5.2.(a) indique
que scd; (k") < scd;(k), il est donc loisible de supposer que I est un /-groupe fini.
Alors le I'-module 7t(L) admet une suite de composition a quotients Z/IZ [159,
L.4.1, prop. 20] et par dualité de Cartier « admet une suite de composition a quotients
wi. Or Hf%pf(k, w;) = 0 suivant le premier cas traité. On conclut par dévissage que
Hé,pf(k, w) =0.

(ii) = (iii) : Soit T un k-tore et soit L/k 1’extension galoisienne minimale
le déployant. On note d = ["m le degré de [L : k] ou (m,l) = 1. On considere

la suite exacte de k-groupes multiplicatifs | — ;7 x , T — T x4, T — 1.

La fleche T X—d> T factorise par le tore quasi-trivial Ry x(TL) = Rp/k(Gn)®
ou s désigne le rang de 7. Comme H'(k, Ri/k(Gp)) = HY(L,G,) = 0
d’apres le théoreme 90 de Hilbert, il suit que d.H 1(k, T) = 0. Par suite la suite
exacte longue de cohomologie plate associée a la suite précédente donne lieu a
une injection H Yk, T) — Hf%pf(k, rT) x Hépf(k, mT). On en tire une injection
H'(k, TH{l} — Hf%pf(k, irT). Or ;T est un k-groupe fini de type multiplicatif /-
primaire, donc Hf%pf(k, i#T) = 0. On conclut que H'(k, T){l} = 0.

(iii) = (i) : Soit L une extension de corps séparable de k. Nous allons montrer
la trivialité de la partie [-primaire du groupe Br(L) en utilisant 1’isomorphisme
de Shapiro Br(L) = H?(k, Rr/k(Gp)). Soit A une L-algebre simple centrale de
période I". Alors il existe une extension de corps L’/L qui est finie, séparable,
de degré I* et qui déploie A [86, 4.5.4]. On considere la suite exacte de k-tores
1 > Rp/k(Gw) = Rpx(Gp) —> T — 1. Vuque H'(k, Rp//k(Gp)) = 0, la
suite précédente induit une suite exacte

0— H'(k,T) — Br(L) — Br(L)).

Onal* H'(k, T) = 0, donc H'(k, T){l} = H'(k, T). L’hypothese implique alors
que ker(Br(L) — Br(L’)) = 0. Ainsi [A] = 0 et on conclut que HZZ(L) =0.1
résulte que scd; (k) < 1. [ |

Une application est la suivante.
Corollaire 4.6.3 1l existe une extension K / k disjointe de k telle que scd(K) < 1.

Démonstration 1l s’agit d’une technique de « compositum » classique. On note
k1 le compositum des corps de fonctions k(E) ou (T, E) parcourt les couples de
k-variétés tels que T est un k-tore et E est un T-torseur. Comme une telle variété
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E est géométriquement connexe, 1’extension k; est disjointe de k. On construit k;
de la mé&me facon a partir de k1, d’oll une tour de corps k C k1 C ko C ... On
pose K = limn ky. Alors I’extension K est disjointe de k. Soit 7 un K-tore et E
un 7-torseur. Alors il existe un entier n, un k,-tore 7,, et un T,-torseur E, tels que
(T, E) = (Ty, Ey) Qk, K. Comme E,(k(E,)) # @, il suit que E(K) # @ et E est
donc un K -torseur trivial. Ainsi H!(K, T) = 0 et la Proposition 4.6.2 permet de
conclure que scd; (K) < 1 pour tout premier /, d’ol au final scd(K) < 1. [ |

4.7 Caractérisation des corps de dimension cohomologique
séparable < 2

Le résultat suivant essentiellement dfi a Suslin est le point de départ de 1’étude de la
conjecture II.

Théoreme 4.7.1 Soit | un nombre premier. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes:

(i) scdi(k) <2;

(ii) Pour toute extension finie séparable de corps L/k et pour toute L-algebre
simple centrale B d’indice divisant I, on a Nrd(B*) = L*.

(iii) Pour toute extension finie séparable de corps L/k et pour toute L-algebre
simple centrale B d’indice l-primaire, on a Nrd(B*) = L*.

(iii’) Pour toute extension finie séparable de corps L]k et pour toute L-algébre
simple centrale B et tout entiern > 1, on a Nrd(B*) . L*!" = L*.

(iv) Pour toute extension finie séparable de corps L]k, pour tout L-groupe fini de
type multiplicatif |, pour toute classe y € Hf%pf(l" w{L} et tout entiern > 1,
onaNyP(L) = L.

(iv’) Pour toute extension finie séparable de corps L]k, pour tout L-groupe fini de
type multiplicatif |, pour toute classe y € Hf%pf(L, W) et tout entier n > 1,

ona N;CP(L) LA =<,
(v) Pour toute extension finie séparable de corps Lk, pour tout L-tore T et toute
classey € H'(L, T){l}, on aNy* (L) = L*.
(v’) Pour toute extension finie séparable de corps L[k, pour tout L-tore T et toute
classe y € H'(L, T), ona Ny (L) . L*"" = L.

En (iv) et (v), on a noté N;ep = NSDep ou la fonction de détermination D,, est
définie respectivement en 4.1.4.(c) et (b).

Le théoréme original de Suslin est le cas [ # p pour les trois premieres
équivalences [169, 24.8], c’est une conséquence du Théoreme 4.2.2;1le cas I = p est
analogue a partir de sa généralisation 4.4.1, voir [76, th. 7]. Par passage a la limite,
dans les assertions (ii), (iii), (v) et (vi) on peut enlever I’hypothese de finitude pour
[L: k]
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Démonstration Le méme procédé que dans la démonstration de la Proposition 4.6.2
produit les équivalences (iv) <= (v) et (iv') <= (v'). Onnote K = k®.

(i) = (ii) : C’est une conséquence immédiate du Théoreme 4.4.1.

(ii) = (i) : 1l est loisible de remplacer k par K (Lemme 4.5.4.(2)). Soit L
une extension finie de corps séparable de K. C’est un corps /-spécial et nous allons
montrer que H13 (L) = 0. Etant donné une classe y € H13 (L), elle est tuée par une
extension finie séparable L’/L qui est une tour d’extensions cycliques de degré .
On est ainsi ramené a montrer I’injectivité de Hl3 (L) —> Hl3 (L") pour une extension
L'/L cyclique de degré I. D’aprés Merkurjev-Suslin si [ # p [134, 15.6] (resp.
Izhboldin si I/ = p [98, th. D]), on a une suite exacte

KMy —5 kM) L HY L) - HY(L)

ou x € Hll(L) = HY(L,Z/1Z) désigne un caractere définissant 1’extension
cyclique L'/L. Etant donné un symbole {b, c} € Ké”(L) , on écrit x.{b,c} =
(x{b}).(c) = (©).[(x,b)] € Hl3(L). Vu que (x,b) est une L-algebre simple
centrale cyclique de degré /, 'hypotheése indique que ¢ e Nrd((x b)X) d’olt
©).[(x,b)]=0¢€ H3(L) Par suite, I’ apphcatlon KM(K) H3(L) est triviale,
d’ou I’on conclut que H (L) s’injecte dans H (L.

(ii) = (V) : On commence par le cas u = ;. Sans perte de généralité,
on peut supposer que L = k. D’apres le Lemme 4.1.7.(1), il suffit de montrer que
NYP(K) = K*. Alors y € H (K. ju) = (Br(K) s'écrity = y1 + - +
ol les y; sont des classes d’algebres cycliques de degré [; si [ est inversible dans k,

c’est le théoréme de Merkurjev-Suslin, si / est I’exposant caractéristique de k, c’est
le théoreéme de Teichmiiller [86, th. 9.1.4].Ona E := Dy, A---A D), < D,,d’ou
N?p(K ) C Nf,ep(K ). Notre hypoth&se entraine que N;fp(K N = (K' ?X pour toute
extension finie séparable de K’ et le Lemme 4.1.6.(5) montre que ngp(K ) = K*.
On conclut que Ni,ep(K )=K*

On passe au cas d’un p général et de méme on peut travailler avec K. Le
K -groupe g admet une suite de composition a quotients p;. On raisonne par
récurrence sur la longueur d’un telle suite, le cas de longueur 1 étant réglé. Si
w est de longueur > 2, on écrit 1 — w; — w — v — 1. Etant donné
y € Hf%pf(K , 1), on note € son image dans Hf%pf(K , V). Ayant en vue I’application
du Lemme 4.1.6.(4), on considere les fonctions de détermination D = D, et
E = D). Ona D < E et’hypothese de récurrence indique que NSEeP(K) = K~*
On se donne une extension finie séparable K’ de K satisfaisant E(K') = e, i.c.
0k = 0. Alors yg provient d’une classe 8 € Hf%pf(K’, w) etona Dg < Dg/. Par

le premier cas, on a Ns (K" = (K")*,d’ ol Nﬁp(K’) = (K")*. Les conditions du

Lemme 4.1.6.(4) sont donc réunies et on conclut que ngp(K) = N;ép(K) =
(iv') = (iii’) : Soit B/L comme en (iii’). On note d la période de B et X/L
sa variété de Severi-Brauer. Soit y € Hf%pf(L, nq) = 4Br(L) la classe associée a
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[B]. Daprés (iv’), on a NyP(L) . L*"" = L*. Or NyP(L) = NYP(L) = Nrd(B>)
en vertu de la Proposition 4.1.8, d’ou Nrd(B*) . Lx" =p1x,

(iii"y = (ii) : Evident.

On montre maintenant les équivalences (iii) < (iii’), (iv) < (v,
(v) <= (V') qui résultent du méme procédé de localisation. Traitons par exemple
le dernier cas.

(v) = (v) : On peut supposer que L = k et on se donne une classe y €
H'(k, T){l}. 1l existe une extension galoisienne finie K’ de K qui tue y. On pose

I"=[K':K]etona K*" c NKr/K(K/X) C Nf,ép(K). Par ailleurs, 1’assertion (v’)
nous informe que K* = N?,ep(K) KX @’ o aussitot KX = N;CP(K). D’aute part,
soit m un nombre premier distinct de /. Alors ym = 0, d’ ot (k")* = NP (k™).
Le Lemme 4.1.7.(2) permet de conclure que N;ep (k) =k*.

(v) = (V') : On peut supposer que L = k et on se donne une classe y €
H'(k, T). Alors VK € HY(K, T){l} et I’assertion (v) nous informe que K* =
N;CP(K). Le Lemme 4.1.7.(1) indique alors que N;ep(k) k" = k> pourtoutn > 1.

|

4.8 Conjectures I et IT de Serre, le type A intérieur

On reproduit ici les versions de la conjecture en caractéristique libre dans le cas
semi-simple énoncés par Serre en 1994 [158, §4,5]. On rappelle qu’un k-groupe
semi-simple G est absolument presque simple si G xj k est un groupe algébrique
presque simple, i.e. tout k-sous-groupe algébrique distingué de Gy est fini ou de
fagon équivalente si le diagramme de Dynkin A de G est connexe [175, §1.2.2].
A chaque diagramme de Dynkin connexe A, on associe la liste S(A) de nombres
premiers de « torsion » définis par la table 4.1 ci-dessous.

Ayant en vue 1’étude des tores maximaux, on définit la variante suivante. On note
S'(A) = S(A) si A # Gy et S'(Gy) = {2, 3}. Le diagramme de Dynkin G, est
donc I’unique cas ou les deux ensembles sont distincts.

Si G est un k-groupe algébrique absolument presque simple de type absolu A,
on pose alors S(G) = S(A) et S'(G) = §'(A).

Tableau 4.1 Table des

; . Type S(4)
premiers de torsion A, (n>1) diviseurs premiers de 2(n + 1)
B, (n >3) 2
C,(n>2) 2
D, (n>5) 2
Dy, Eg, E7, F4 |23
Eg 2,3,5

Gy 2
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Conjecture 4.8.1 (« Conjecture I ») Soit G un k-groupe absolument presque
simple. On suppose que pour tout premier [ € S(G), on a scd;(k) < 1. Alors
H'(k,G) = 1.

Conjecture 4.8.2 (« Conjecture Il ») Soit G un k-groupe absolument presque
simple et simplement connexe. On suppose que pour tout premier /[ € S(G), on
ascd;(k) < 2. Alors H' (k, G) = 1.

Soit A une k-algebre simple centrale et notons d son degré. Plusieurs groupes
algébriques remarquables sont associés a A [115, §23]. On note GL;(A) le k-groupe
algébrique des unités de A, c¢’est-a-dire défini par GL;(A)(R) = (A ® R)* pour
toute k-algebre R (commutative, avec unité). Son centre est le sous-groupe des
homothéties G, et on note PGL;(A) = GL{(A)/G,, le k-groupe quotient. Le k-
groupe PGL1(A) est un k-groupe absolument simple et adjoint, c’est une k-forme
intérieure de PGL;. Nous allons vérifier que la conjecture I vaut pour le k-groupe
PGL;(A). Il s’agit d’un k-groupe de type A4—1 donc ses premiers de torsion sont
les diviseurs premiers de 2d.

Proposition 4.8.3 On suppose que scd;(k) < 1 pour tout premier | divisant d.
Alors A est déployée et H'(k,PGL{(A)) = 1.

Démonstration Sous cette hypotheése, on a ;Br(k) = 0, donc 4Br(k) = 0.
Comme A définit une classe [A] € Br(k) dont la période divise d, il suit que
[A] = 0, donc A est déployée. Or I’ensemble H(k,PGL;(A)) = H!(k, PGL,)
classifie les k-algebres simples centrales de degré d [159, 1I1.1.2]. On conclut que
H'(k, PGL{(A)) = 1. [ |

Nous reviendrons sur les autres groupes semi-simples de type A intérieur au

chapitre suivant. Passons a la conjecture II pour le groupe semi-simple simplement

connexe SLi(A). La suite exacte 1 — SL{(A) — GL{(A) &) G, — 1

induit une bijection k* /Nrd4 (A™) = H'(k,SLi(A)) [86,2.7.3]. La conjecture
IT pour le k-groupe semi-simple simplement connexe SL;(A) est donc un énoncé

de surjectivité des normes réduites qui apparait comme une conséquence du
Théoréme 4.2.2 de Suslin.

Théoreme 4.8.4 On suppose que scd;(k) < 2 pour tout premier | divisant d. Alors
H'(k,SLi(A)) = 1.

S

Démonstration On décompose d = lfl .- en facteurs premiers. L’isomor-

phisme pm x -+ - % Wyim = pd, (X1, Xp) B> X1 X induit un isomorphisme
1

k></k><l’lll X oo X kX/le,y,llm ;) kX/kXd

en prenant la cohomologie plate Hfi)pf‘ Le Théoréme 4.7.1 montre que k* =

Nrd(AX).le?i pour i = 1,...,m, dott kX = Nrd(A*).k*¢ en utilisant
I’isomorphisme ci-dessus. Or k*¢ = Nrds(k*) € Nrd(A*), ce qui permet de
conclure que k* = Nrd(A™). [ |
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Remarque 4.8.5 Le Théoreme 4.7.1 montre en fait I’énoncé plus fort suivant relatif
a un premier /. Si scdj(k) < 2 et si X désigne une variété de Severi-Brauer
généralisée associée a des algebres d’indices /-primaires, alors k™ = N;?p k).

De fagon plus précise, une telle variété est un produit X = Ry, /£ (X1) X -+ Xx
Ry, /k(Xy) ou les k; sont des extensions finies séparables de k et X; / k; 1a variété de
Severi-Brauer d’une k;-algebre simple centrale d’indice . L’ égalité k* = N;?p (k)
résulte en effet de I'implication (i) = (iv) appliquée au k-groupe multiplicatif
o= Rge(um) x -+ X Ry, x(umn) et la classe y € Hé,pf(k, n —
Hé,pf(kl, wim) ® - ® Hf%pf(kn, imn) définie par les A;.



Chapitre 5 m)
Tores algébriques, Conjecture I et Shethie
groupes de normes

Ce chapitre contient la démonstration de la conjecture I (théoreme de Steinberg) et
ses applications a I’étude des groupes de normes de torseurs sous des tores et de
variétés de sous-groupes de Borel d’un groupe réductif.

5.1 Rappels sur les groupes algébriques et leurs tores
maximaux

Le paragraphe 4.8 définit les entiers de torsion d’un k-groupe absolument presque
simple. Il est commode d’étendre cette définition au cas semi-simple arbitraire de la
facon suivante.

Si Gy est de type Aj U --- U Ay, ol les A; sont des diagrammes de Dynkin
irréductibles,onnote S(G) = |J S(A)etS(G)= |J S'(Ai).Uneraison

i=1,...m i=I1,....m
d’utiliser I’ensemble S’ est justifiée par la compatibilité suivante.

Lemme 5.1.1 Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe. Soit H un k-
sous-groupe réductif de rang maximal non exotique de G. Alors S'(DH) C S5'(G).

Démonstration Sans perte de généralité, on peut supposer k algébriquement clos
et que G est presque simple (simplement connexe) de diagramme de Dynkin A.
En outre, par récurrence sur la dimension, il est loisible de supposer que H est
maximal dans G parmi les sous-groupes réductifs de rang maximal non exotiques
de G. D’apres Borel-de Siebenthal (cf. Proposition 3.1.9), deux cas exclusifs se
présentent:

H n’est pas semi-simple Alors H est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe
parabolique propre de G. Le diagramme de Dynkin de DH est un sous-diagramme
de A, par inspection des tables, on vérifie aussitot que S'(DH) C S'(G).
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H est semi-simple Alors le diagramme de Dynkin de H est obtenu en retirant un
sommet o diagramme de Dynkin A étendu associé 2 A avec la condition que la
valence est un nombre premier. Une nouvelle fois, une vérification des tables produit
I’inclusion souhaitée S*(H) C S'(G).

Théoreéme 5.1.2 (Harder, [96, I, §9]) Soit T un k-tore maximal de G. Alors pour
tout preﬁiierl g S'(G) et toute extension de corps F/k, on a H'(F, T){l} = 0,
HY(F, TY{l} =0et H'(F, T%{l} = 0.

Lemme 5.1.3 Soient R un systéme de racines irréductible réduit et P le réseau des
poids. On note A le diagramme de Dynkin de R. Soient | un nombre premier et I’
un [-groupe fini agissant sur R. Si | & S'(G), alors P admet un sous I"-module de
permutation P’ d’indice fini de degré premier a .

Démonstration On note W(R) le groupe de Weyl de R, A(R) son groupe d’au-
tomorphismes et Q le réseau des racines. On note que Q est d’indice premier a /
dans P. L’action I — A(R) factorise par un /-groupe de Sylow de A(R), donc
un /-groupe de Sylow de W(R)") vu que [ ¢ S'(A). On peut donc supposer que
I' = W(R)® et on raisonne alors cas par cas. En types B, (n > 3), C,, (n > 2),
A = D, (n > 4),onprend P' = Q; en effet, on a alors wh c §,.

Cas A, (n > 1) On a une suite exacte de Sy4+1 = W(R)-modules 0 — QO —
Z[Sn+1/5n] 57— 0.0n pose P’ = ((n + D[] — 1)1.=1 > C estun sous-Sy41-

,,,,,

module d’indice (rn 4 1), donc premier a /, qui est de permutation.

Cas A = Eg Sil # 5,alors W(R)") = 1etil n’y arien i faire. Le groupe W (R)®®
est cyclique et stabilise un sous-systeéme R’ de R de type A x As. Alors Q(R’) est
d’indice premier a [ dans Q(R) et le cas de A, indique que Q(R’) contient un sous
W (R)®-module de permutation qui est d’indice premier 2 /.

Cas A = E7 Sil # 5,7, alors W(R)(l) = 1 et ce cas est trivial. Le groupe
W(R)® (resp. W(R)®) est cyclique et stabilise un sous-systtme R’ de R de type
A7.L’argument est alors le méme que pour Es.

Cas A = Eg On peut supposer aussi ici que [ = 5, 7. Le groupe W(R)® (resp.
W(R)D) est bicyclique (resp. cyclique) et stabilise un sous-systeme R’ de R de
type A5 x As (resp. Ag). Le méme argument fonctionne.

Cas A = F4 Vuque A(D4) = W(Fy), ce cas suit de celui de Dy.
Cas A = G, Ce cas est trivial puisque W® = 1.
Nous pouvons procéder a la démonstration du Théoréme 5.1.2.

Démonstration On fixe un nombre premier /. On suppose que [ € S'(G). Soit T
un k-tore maximal de G. On note K, I’extension maximale non ramifiée de K =
k((t)). Ceci permet de supposer que k est un corps /-spécial.

Cas G semi-simple simplement connexe presque k-simple On note R le systeme de
racines @ (Gy,, Ty, ), il est simple et réduit. Comme G est simplement connexe, on a
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T = P(R) et le lemme 5.1.3 appliqué a I'image de I’homomorphisme I'y, — A(R)
montre que T admet un sous-réseau galoisien P’ d’indice premier 2 /, qui est de
permutation. Par dualité de Cartier, on obtient une suite exacte de k-groupes de
type multiplicatifs | - u© — E — T — 1 ou E est un k-tore quasi-trivial et
un k-groupe fini d’ordre premier a /. Comme & est d’exposant premier a / , on a
Hffi)pf(k, wW{l} = 0 pour tout i > 0. Par suite, I’application HY(k,E) - HY(k,T)

induit un isomorphisme H Lk, E){1} — H Yk, T){l} . Comme E est quasi-trivial,
on conclut que H'(k, T){l} = 0.

De méme, en utilisant les suites exactes de modules galoisiens 0 — T —>E—
Z— 0et0— (E)° > (T)° - u(—1) — 0, on obtient que H'(k, T){I} = 0 et
H(k, TO{l} = 0.

Cas G semi-simple simplement connexe Onécrit G = Ry /x(G1) X+ - X Ri, 1k (Gp)
ou les k; sont des extensions séparables de corps et les G; des k;-groupes absolument
presque k;-simples et simplement connexe. Alors les k; sont [-spéciaux et T se
décompose en T = Ry, /k(T1) x --- x Ry,/k(T,) ou chaque T; est un k;-tore
maximal de G;. Le cas précédent et 1’isomorphisme de « Shapiro» montre que
HYk, T){l} =0et H' (k, T){I} = 0 et H'(k, TO){l} = 0.

Cas général Soit f : G — G le revétement universel de G. Alors kar\(f)(ks)
est d’ordre premier a [. On pose T = f~(T). Le méme raisonnement (qu’au
premier cas) appliqué a la suite exacte I — ker(f) — T — T — 1 induit un
isomorphisme H'(k, f){l } — H Y(k, T){l}. Le cas précédent permet de conclure
que H'(k, T){I} = 0. De la méme facon, on obtient que H'(k, T){l} = 0 et
H(k, TO{} = 0.

Remarque 5.1.4 1’exception pour le type G2 se voit aussi dans le Théoreme 5.1.2.
Si Go désigne le groupe de Chevalley de type G», il contient un sous-groupe
Hp = SLj3 de rang maximal. Soit K /k une algebre étale cubique, alors le tore
normique 7 = R}(/k(Gm) est un sous-tore de SL3 = SL(K) et est donc un sous-tore

N
maximal de Go. La suite exacte 1 — T — Rg/x(Gpn) ELILN G,; — 1 induit un

isomorphisme K /Ng 1 (K*) — HY(k,T).Ce groupe est tué par multiplication
par 3 et est non trivial par exemple si k est un corps local non archimédien (ou un
corps de nombres) et K une extension de corps cyclique de degré 3.

5.2 Classes de conjugaison rationnelles, application a la
conjecture I

Soit G un k-groupe algébrique linéaire. On dit qu’une G (k,)-classe de conjugaison
% de G (k) est rationnelle si elle est stable par I’action du groupe de Galois I}. De
facon équivalente, la G (ky)-classe de conjugaison € (g) d’un élément g € G (k) est
rationnelle si o (g) est G (ks)-conjugué a g pour tout o € I.
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Si go € G(k), on note que la G (ks)-classe de conjugaison %' (gp) est rationnelle.

Théoreme 5.2.1 (Steinberg, [168, 10.1] et [21, 8.6] dans le cas non parfait)
On suppose que G est semi-simple simplement connexe et quasi-déployé. Soit €
une classe de conjugaison rationnelle semi-simple réguliere (i.e. formée d’éléments
semi-simples réguliers). Alors il existe un élément go € G (k) tel que € = € (go).

Remarques 5.2.2

(a) Sik estde caractéristique nulle, ce résultat vaut pour toute classe de conjugaison
rationnelle (Kottwitz, [116, th .4.1]).

(b) En excluant le type Az, ce résultat admet une généralisation sur un anneau
semi-local (Lee [122, §5.5]).

Une conséquence importante est la suivante.

Théoreme 5.2.3 Soit G un k-groupe semi-simple quasi-déployé. Pour toute classe
y € H'\(k, G), il existe un k-tore maximal i : T — G tel que

y € Im(Hl(k, TYS(G)} — H'(k, G)).

Démonstration Si k est fini, il n’y a rien a faire puisque alors on a H'(k, G) = 1
d’apres le théoreme de Lang. On peut donc supposer que k est infini. Soit [z] €
H'(k, G) et notons P(z) I’espace principal homogéne sous G défini par z et par
¢ : Gg, = P (2)k, la trivialisation satisfaisant 7, = o loo(p) pour touto € I.
Cette trivialisation induit un ks-isomorphisme de groupes ¢, : Gy, —> (:G)i,
satisfaisant int(z5) = ¢! 0 o'(¢) pour tout o € I%.

On note f : G* — G le revétement universel de G. On choisit un élément
régulier g*¢ € (;G)*“(k). On considere la classe de G*“(ky)-conjugaison & de
@1 (g°¢) dans G*¢(ky). Nous affirmons que cette classe de conjugaison est ration-
nelle, ¢’est-a-dire est stable par I';. En effet, ona (9! (g°9)) = zo 7 (971 (g°)) 25!
pour tout 0 € [x. D’apres le théoreme de Steinberg sur les classes de conjugaison
rationnelles (Th.5.2.1), ’intersertion ¥ N G%¢(k) est non vide. Par suite, il existe
des éléments gi¢ € G*“(k) et h*° € G*“(k;) tels que ol (g) = (h)™! gich*. On
pose g = f(8%), g1 = f(g1), h = f(h*), T1 = Cg(g) etiy : T1 — G.

Puisque ¢ '(g) € G(k) et g € G(k),onahgih™' =z, “(h~ ' g1 h) z;l =
2o h ™ g1%h z;l pour tout o € Iy d’ou

-1
81 = dg 8144

ol ay = hzs h™7 est un 1-cocycle cohomologue a z et a valeurs dans in 77 (k) =
Z(T1) (k).

Comme les groupes de type G» sont simplement connexes et adjoint, on a une
décomposition G = G’ x G” ou G/E est sans facteur de type G et tous les facteurs

simples de G% sont de type G2. On a donc deux cas a discuter séparément.
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Gy n’a pas de facteur de type G, Alors H (k, T1) est un groupe S(G)-primaire
d’apres le Théoréme 5.1.2 et on a fini.

Les facteurs simples de Gy sont tous de type G, On commence par le cas ou G
est simple. Alors ;G est le groupe d’automorphismes d’une algebre d’octonions C.
L’ algebre C est construite par le procédé de duplication de Cayley-Dickson, c’est-a -
dire que C admet une sous-algebre de quaternions Q [167, th 1.6.2]. Alors ;G admet
un k-sous-groupe isomorphe & H(Q) := (SLi(Q) x SL{(Q))/u2. Soit K C Q
une sous-algebre étale quadratique de k. Alors H (Q) admet le k-tore maximal 7 =
(R}qk(Gm) X R}qk(Gm))//Lz et donc ;G admet le k-tore maximal 7. Comme T (k)
est Zariski dense dans T, il existe #9 € T (k) tel que ¢ est régulier et C g (fo) = T.

~

En prenant g°“ = f(, on obtient un plongement iy : 73 = T — G de sorte que
[z] € Im(Hl(k, ) 2% Bk, G)).

Passons au cas général. Il existe des extensions de corps finies séparables
ki,...,k, de k telles que G = Ry, x(Hy) x -+ X Ry, /k(Hy,) ou chaque G; est
le k;-groupe déployé de type G». L’application du cas précédent a chaque H;/k;
acheve la démonstration. |

Remarque 5.2.4 Une version plus précise de ce résultat figure dans ’article [12,
§2.4], elle utilise la notion de type orienté d’un sous-tore maximal de G.

On va donner un énoncé général pour un groupe semi-simple G qui dans le cas
absolument presque k-simple répond a la conjecture 1.

Théoreme 5.2.5 Soit G/k un groupe semi-simple. On suppose que scd;(G) < 1
pour tout premier | € S(G). Alors G est quasi-déployé et H' (k, G) = 1.

Démonstration Etant donné une classe yeH I(k, G), le Théoréme 5.2.3 montre
qu’il existe un k-tore maximal i : T — G9 tel que

y € Im(Hl(k, TYS(G)} 5 H(k, G)).

Par ailleurs, pour ! € S(G), la propriété scd;(k) < 1 entraine que H'(k, T){{} =0
(Prop.4.6.2). Comme H'(k, T) estun groupe de torsion, il suit que H'(k,T) =0,
douy =1¢€ H'(k, GY).

En particulier, on a H l(k, GZ 4) = 1 et comme G est une forme intérieure de
G1, il suit que G est isomorphe a G?, c’est-a-dire quasi-déployé. On conclut que
H'(k,G) =1. [ |

Pour les autres groupes, on obtient I’énoncé suivant.
Corollaire 5.2.6 On suppose que scd(k) < 1. Soit G/k un groupe réductif.

(1) Alors G est quasi-déployé et H (k, G) = 1.
(2) Si H C G désigne un k-sous-groupe fermé de G, alors on a une bijection
GU\(G/H) (k) —> Hg, c(k, H).
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Démonstration

(1) Soit T le centre connexe de G et notons G’ = G/T. Alors G’ est semi-simple
et le Théoreme 5.2.5 montre que G’ est quasi-déployé. Il en est de méme de
G en retirant un sous-groupe de Borel de G’. On a H'(k, T) = 1 suivant
la Proposition 4.6.2 et H'(k, G’) d’aprés le résultat précédent, d’ ol aussitot
H'(k,G) = 1.

(2) L application caractéristique (G/H)(k) — Hf;pf(k, H) induit une bijection (cf.
[82, prop. 2.4.3])

G(k)\(G/H)(k) —> ker (Hf;pf(k, H) — H'(k, G)).

Le (1) donne donc la bijection désirée. [ |
Pour les groupes non connexes, on a le résultat suivant.

Théoreme 5.2.7 On suppose que scd(k) < 1. Soit G/ k un groupe algébrique affine
et lisse tel que GO est réductif. Alors I'application H'(k, G) — H'(k, G/ G°) est
bijective.

Démonstration Comme H 1(k, GO) = 1 d’apres le corollaire précédent, la fleche
H'(k,G) — H'(k,G/G° a un noyau trivial. L’argument de torsion habituel
montre que H Yk, G) - H'(k,G/G°) est injectif. Montrons la surjectivité. Soit
T un k-tore maximal de G°. On note N = Ng(7T) le normalisateur de T dans G.
Dans ’article [40, §3], on construit un k-sous-groupe fini S de Ng(T) tel que S se
surjecte sur G/ GY et tel que S soit une extension d’un k-groupe fini étale H par un
k-groupe fini de type multiplicatif x. On décompose u = ' x u” ot w” désigne la
partie p-primaire de . Alors H' = S/u” est un k-groupe étale qui se surjecte sur
G/G". On décompose le probléme en deux en factorisant § — G/G° par H'.

L’application Hf;pf(k, S) — Hfi)pf(k, H') est surjective On a une suite exacte
1> u — S — H' — 1.Soit E un H'-torseur. L’obstruction a relever [E] €
Hé)pf(k, H’) en une classe de Hflppf(k’ S) est une classe y (E) = Hf%pf(k, Eny (87,
1V.4.2.8]. Or £ 1 est un k-groupe fini de type multiplicatif donc Hépf(k, Enhy=0
en vertu de la Proposition 4.6.2.

L’application Hfi)pf(k’ H') — H'(k, G/G") est surjective On note M le noyau de
H' — G/G", ¢’est un k-groupe fini étale. Soit F un G /G°-torseur. L’ obstruction a
relever [F] € Hf;pf(k, G/GO) est en une classe de Hf;pf(k, H') est donnée par une
extension topologique de groupes

1> M—>&— I, — 1.

Celle-ci est (topologiquement) scindée si et seulement si [F] se releve dans
Hl(k, H') [164, prop. 1.28]. Par hypothese, on a cd(I;) < 1, donc I}, est un groupe
profini projectif (Gruenberg [93, th. 4]). En particulier la suite exacte ci-dessus est
scindée et [ F] se reléve dans Hl(k, H.



5.4 Conjecture II, normes et isogénies 81

Par composition, on conclut que H'(k, G) — H'(k, G/G°) est surjectif.

Remarque 5.2.8 Dans le cas parfait, on aurait pu directement utiliser un résultat de
Grothendieck sur les gerbes [164, prop. 3.11].

5.3 Groupes de normes des variétés de sous-groupes de Borel

Soit G un k-groupe semi-simple. On rappelle que le k-foncteur ZA(R) =
{R-sous-groupe de Borel de G x; R} est représentable par un k-schéma X projectif
lisse homogene sous G appelé k-variété des sous-groupes de Borel de k [60,
XXII5.8.3, XXVI 3.2]. Le fait suivant généralise la surjectivité de 1’application de
norme réduite sous les hypotheses de la conjecture II.

Théoreme 5.3.1 On suppose que scdj(k) < 2 pour tout | € S(G). Alors
Nx (k) = k*.

Démonstration Sans perte de généralité, on peut supposer G adjoint. On note G
une forme quasi-déployée de G. Le Théoréme 5.2.3 indique qu’il existe un k-tore
maximal i : T < G9, un k-torseur E sous T tel que [E] € H'(k/, T’) est une
classe S(G)-primaire et G = gG?. On a I'inégalité Dg < Dy pour les fonctions

de détermination de E et de X. Notant {/1, ..., [} les premiers de torsion de G

premiers A n et y = [E] € H'(k,T), on décompose y = v, + -+ y, ou

yi; désigne la composante /;-primaire de y. On a Dy, A --- A D, = D,. Le
sép

Théoréme 4.7.1, (1) = (v), montre que N,," (L) = L* pour toute extension
finie séparable de k. Le Lemme 4.1.6.(5) permet de conclure que N?,ep (k) = k> et
partant que N}ep (k) = k*. |
Remarque 5.3.2 Examinons le cas particulier du corps [-spécial k). Soient G
un k-groupe semi-simple et X la variété des sous-groupes de Borel de G. Soit
I un nombre premier tel que scd;(k) < 2. Alors k) satisfait les hypotheses du
Théoreme 5.3.1 d’olt Nx (k') = (k©)*. D’apres le Lemme 4.1.7.(1), ceci entraine
que Ny (k) . kX" = k* pour tout entier n > 1.

5.4 Conjecture I, normes et isogénies

Le « contrdle des extensions centrales » est une étape importante de notre approche
de la conjecture II, elle est fondée sur le principe de normes [75, 133].

Proposition 5.4.1 Soit G un k-groupe réductif satisfaisant I’hypothese suivante:
(OD):  GY admet un tore maximal facteur direct d’un k-tore quasi-trivial.

Soit p C G un k-sous-groupe fini central de type multiplicatif. On suppose que
scd; (k) < 2 pour toutl € S(DG) divisant I’ordre de ji(ky).
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(1) L’application Hé)pf(k, n) — H'(k, G) est triviale sur RHprf(k, Ww.
(2) Si n est déployé par une extension galoisienne métacyclique, I’application
caractéristique

(G/u)(k) — Hgy(k, 1)

est surjective et 'application H' (k, G) — H'(k, G/ ) est injective.

Remarque 5.4.2 Supposons G semi-simple simplement connexe. Alors la condition
(QD) est satisfaite puisque Cg (S) est quasi-trivial [60, XXVI1.3.13]. En outre, si G
est une forme intérieure ou absolument presque k-simple, alors la condition sur p
est satisfaite.

Exemples 5.4.3 Donnons trois cas particuliers.

(a) Soit A une algebre simple centrale de degré d et prenons G = SLj(A) et u =
ta = Z(G). Alors G/ug = PGL1(A) et ’application caractéristique

GL1(A)(k)/K* — Hyppe(k, pa) = k* /6

est la norme réduite modulo d. Ainsi la Proposition 5.4.1 généralise la surjecti-
vité des normes réduites étudiée au chapitre précédent.

(b) Soit g une forme quadratique non dégénérée de dimension 2n > 4. On pose
G = Spin(g) et on considere la suite exacte centrale 1 — u» — Spin(g) —
SO(g) — 1. Alors I’application caractéristique SO(q)(k) — HfL pf(k, ) =

k> /k*? est 1a norme spinorielle qui est donc surjective si scds (k) < 2.

(c) Si G est quasi-déployé, la Proposition 5.4.1 est triviale. En effet, on sait que
G admet un k-tore maximal 7 qui est quasi-trivial [60, XXIV.3.13]. On a
uw C Z(G) C T, donc I'application Hfi)pf(k’ w) — H'(k,G) factorise
par H'(k, T) = 1, donc est triviale. La suite exacte d’ensembles pointés
de cohomologie galoisienne (G/u)(k) — Hf; pf(k, nw — H Lk, G) permet
alors de conclure que 1’application caractéristique (G /) (k) — Hfi)pf(k, W) est
surjective.

Nous procédons a la démonstration de la Proposition 5.4.1.
Démonstration

(1) Sans perte de généralité, on peut supposer que p est /-primaire pour un premier
[ et on note alors /" un annulateur de p. On note 79 un tore maximal de G7
satisfaisant I’hypotheése (QD). Soit X la variété des sous-groupes de Borel de
G. Pour tout corps F/k, on note C(F) = ker (Hé)pf(F, w) — H'(F, G)),
c’est I’image de I’application caractéristique (G/u)(F) — Hprf(F , ). On fait
appel maintenant a la Proposition 1.6.2 en considerant une résolution flasque
1> u — S > E — 1ouE estun k-tore quasi-trivial et S un k-tore
flasque. Alors I’application caractéristique ¢ : E(F) — Hprf(F , L) a pour
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image Hé)pf(F, ) pour toute extension F'/k. On décompose E = Ry, /x(Gm) ¥
... Ri, /1 (Gpy), d’oll une surjection ¢ : klX s X kX — RHfLPf(F, w).SiT =
Rk k(G) désigne I'un des facteurs, on est ramené & montrer que ¢(K*) C
RC (k).

On se donne une extension finie L/k séparable satisfaisant X (L) # #, on
sait alors que C(L) = Hprf(Lf w). En effet, ’application Hprf(L’ n —
H'(F,L) factorise par HY L, T) = 1 ou T désigne un L-tore de
Gy = G‘i qui est un facteur direct d’un L-tore quasi-trivial. Par suite, on
aRC(L) = RHflppf(L, ). Le principe de norme [75, 11.3.2] indique alors que
Coresy (RC(L)) € RC(k), d’ou

(%) CoresF (RHflppf(L, w) € C(k).

On forme alors le diagramme commutatif

L
T(L) = (L ® K)* = H (L, 1)

lNL/K iCoresL/K

¢
T(K) = (K @ K)* == Hy, (K. 1)

lNk,/k iCuresK/k

[
Tk) = KX —— Hprf(k, w.

Combiné avec I’inclusion (x) ci-dessus, il vient I’inclusion

o (NLyu(T(L) € RCK).

Nijk
Or le composé L — L ®; K ——/—> K n’est pas autre chose que Nk,
donc en considérant toutes les extensions séparables L/K satisfaisant

X(L) # %, il vient ¢x (N}ép(K)) C RC(k). La Remarque 5.3.2 indique que
N}ép(K) KX = K< ce qui permet de conclure que ¢px (K*) € RC(k) C
C (k). On a montré que I’application Hflppf(k’ uw) — H L(k, G) est triviale sur
RHflppf(ka ).

Comme pu est déployé par une extension métacyclique, on a RHprf(F L) =
Hflppf(F , ) pour tout F/k (Proposition 1.6.2.(2)). Ainsi D’application
Hé,pf(k, w) — H(k, G) est triviale et par suite I’application caractéristique
(G/uw)k) — Hé)pf(k, W) est surjective. La suite exacte d’ensembles pointés
de cohomologie galoisienne (G/u)(k) — Hf; otk 1) — H'(k,G) —
H'(k, G/11) montre que 1’application H'(k, G) — H!(k, G/i) a un noyau
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trivial. Comme ceci vaut pour toute torsion fortement intérieure de G (i.e.
tordue par un cocycle a valeurs dans G(ky)), I’argument de torsion habituel
permet de conclure que I’application H!(k, G) — H'(k, G/) est injective.

|

Corollaire 5.4.4 Soit1 - G — G’ i) T — 1 une suite exacte de k-groupes
réductifs. On suppose que G est semi-simple simplement connexe et que T est un k-
tore. Pour tout p € S(G), on suppose que scd, (k) < 2. Alors I'image de G’ (k) —
T (k) contient RT (k).

En particulier, si T est déployé par une extension galoisienne métacyclique, alors
G'(k) — T (k) est surjectif et I'application H' (k, G) — H'(k, G') est injective.

Démonstration On note que T = corad(G’) et on forme le diagramme commutatif
exact

1 M rad(G') T 1
o
1 G G’ T 1.

Ici u = rad(G’) N G est un k-sous-groupe de type multiplicatif de G central. On a
alors le diagramme commutatif exact

rad(G") (k) —— T (k) — Hy (k. )

L

G k) T (k) Hl(k,G).

La Proposition 5.4.1 montre que le sous-groupe RHprf(k, W) de Hf;pf(k, 0
s’applique sur 1 dans H L(k, G). Comme RT (k) s’applique dans RHprf(k, w), le
diagramme montre que I'image de G (k) — T (k) contient RT (k).

En tenant compte de la Proposition 1.6.2.(2), alors si T est déployé par une
extension galoisienne sans facteurs carrés, on a RT (k) = T (k) et G'(k) — T (k)
est surjectif. L’application H'(k, G) — H'(k, G') a donc un noyau trivial et
I’argument habituel de torsion permet de conclure que H Yk, G) — HYk,G)
est injective. |

5.5 Classes provenant de sous-groupes diagonalisables

Proposition 5.5.1 Soit G un k-groupe absolument presque k-simple et simplement
connexe. Soiti : [, — G un plongement d’un k-groupe diagonalisable fini ji,.
On suppose que scd;(k) < 2 pour toutl € S'(G) divisant n et que n = 2 si G
est de type Go. Alors application i : RHprf(k, wn) = kX / k" — HY(k, G) est
triviale.
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Démonstration On sait que ju, est toral de centralisateur connexe G’ (Th.3.1.5).
De plus, on a S(G') C S'(G’) c S(G) (lemme 5.1.1). La Proposition 3.1.15
montre que le k-groupe quasi-déployé G’? admet un k-tore quasi-trivial, ainsi la
condition (QD) de la Proposition 5.4.1 est satisfaite. Cette proposition montre que
I’application Hfi)pf(k, w) — H(k, G’) est triviale sur RHprf(k, 1), ce qui entraine
le résultat souhaité. |

Corollaire 5.5.2 Soit G un k-groupe absolument presque k-simple et simplement
connexe non de type Gy. On suppose que scd;(k) < 2 pour toutl € S'(G). Soit
i: T — G unk-tore.

(1) Si G n’est pas de type Ga, Uapplication iy : H'(k,T) — H'(k,G) est
triviale sur le sous-groupe Ry H'(k, T). En particulier, si T est déployé par une
extension cyclique de degré premier, I’application iy : H (k, T) — H'(k, G)
est triviale.

(2) Si G est de type G, et si T est déployé par une extension quadratique, alors
Uapplication iy, : H (k, T) — H'(k, G) est triviale.

Démonstration

(1) Soity € Ri1H'(k, T).Le Lemme 1.6.5.(1) montre qu’il existe un entier n > 1
et un k-plongement f : u, — T telque y € Im(f;). Ainsi on a un plongement
foi:u, — Gtelqueiy(y) € Im((i o f),). La proposition précédente
s’applique et montre que i (y) = 0.

Le dernier point est la conséquence du fait Ry H Yk, T) = HY(k, T) lorsque T
est déployé par une extension cyclique de degré premier (Lemme 1.6.5.(2)).
Le (2) se fait de facon analogue. |

Ceci s’applique notamment a 1’étude des classes trivialisées par une extension
quadratique.

Corollaire 5.5.3 Soit G un k-groupe absolument presque k-simple et simplement
connexe. On suppose que scda (k) < 2. Soit L/k une extension étale quadratique de
corps déployant le groupe G. Alors H'(L/k, G) = 1.

Démonstration 11 est loisible de supposer k infini. On note o un générateur de
Gal(L/k). Soit y = [z] un élément de H'(L/k, G). Par hypothese, le k-groupe
tordu ;G admet un L-sous-groupe de Borel B. On considere I’intersection B No (B)
dans (;G), elle définit un k-sous-groupe H de ;G. Pour un choix général de B, H
est un k-tore maximal de (;G) et Hy est un L-tore maximal de B. En particulier,
I’extension quadratique L/k déploie le tore H. Le théoréme de Steinberg 5.2.3
indique qu’il existe un un k-plongement i : T — G déployé par L/k tel que
[yv] € Im(iy). Un tel k-tore est isomorphe a un produit de Gy, Rr/r(Gn) et
Ri/k(Gm)- Par additivité, on est ramené au cas d’un k-plongement i : R,l,/k(Gm) —

G. On a un plongement de po AN R}‘ / ¢ (12) dans R}‘ / «(Gn) et I'application
Hf;pf(k, u2) — H'(k, R} /#(Gm)) est surjective de sorte que y appartient a I'image

de Hfi)pf(k, wr) — H'(k,G).La Proposition 5.5.1 permet de conclure que y = 1.
|
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5.6 Application a la descente quadratique

On reprend ici le contexte du §3.2.4 et on formule la variante suivante du
Corollaire 5.5.3.

Proposition 5.6.1 On suppose que k est infini et satisfait scdy (k) < 2. Soient L/ k
une extension quadratique séparable de corps et o : L — L la conjugaison. Soit
G/k un groupe semi-simple simplement connexe muni d’un k-sous-groupe M de
rang semi-simple rang(G) — 1 et tel que My = P N o (P) out P est un L-sous-
groupe parabolique de G|, dont la classe de conjugaison est auto-opposée.

(1) On suppose que:
(a) H'(k, :DM) =1 pour tout 7 € Zl(L/k, M).
(b) M admet un sous-groupe [y tel que por N DM # por.
Alors HY(L/k, G) = 1.
(2) On suppose que:
(c) H'(L/k, DM) = 1;
(d) M admet un sous-groupe central iy tel que por N DM # por.
Alors H'(L/k, G) = 1.
Démonstration

(1) On rappelle que I’application H'(L/k, M) — H'(L/k, G) est surjective
(Lemme 3.2.8). L’hypothese (b) montre que 1’on a un diagramme commutatif

exact
1 Mor—1 Hor J7%) 1
1 DM M Rp 1 (Gm)—1.

Comme les applications Hflppf(k’ Uor — Hflppf(k’ u2) et Hflppf(k’ n2) —
H'(k, R}‘/k(Gm)) =k>/Nr/x(L™) sont surjectives, il suit que Hfiapf(k’ Uor) —
H'(k, R}‘ / «(Gn)) est surjective. Par ailleurs, le composé Hfiapf(k’ nor) —
H'(k, M) — H'(k, G) est trivial par application de la Proposition 5.4.1 ce qui
entraine la surjectivité de 1’application

ker (H'(k, M) > H'(k, G)) - H'(k, Ry ;;(Gp)).
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Etant donné y € H!(L/k, M), il existe donc [z] € ker(H'(k, M) —
H'(k, G)) ayant méme image que y dans H'(k, Ri/k(Gm))- Par suite on a

7 (y) e Im(H'(k, .DM) — H'(k, . M)).

Lhypothese (a) indique que rz_l (y) = 1 dans H'(k, ,M), donc a fortiori dans
H'(k,.G). Vu que [z] = 1 dans H Y(k, G) (Corollaire 5.5.2), la compatibilité
des bijections de torsions permet de conclure que I’image de y dans H!(k, G)
est triviale, ce qui acheve la démonstration.

On va raffiner la démonstration précédente en supposant de plus o central
dans M. On dispose alors du produit Hfiapf(k’ wor)x HY(k, DM) — H'(k, M)
que I’on écrit additivement o + 8. Soit y € H'(L/k, M). 1l existe [E] €
Hflppf(k, wor) tel que y — ix[E] provienne d’une classe n € H'(k, DM), qui
est triviale selon I’hypothese (d). Le point est que i[ E] appartient au noyau de
Hflppf(k, wo) — HY(k, G) si bien que y et 1 = y — i, [E] ont méme image
dans H!(k, G). [ ]

Remarques 5.6.2

(a)
(b)

()

Si le morphisme Cg(S) — Rli, / k(Gm) est scindé, les conditions (a) et (c) sont
vérifiées de fagcon évidente.

Comme DM est semi-simple simplement connexe, I’hypothése (a) est une
hypothese de récurrence. De plus, si le k-groupe wor est central dans M,
I’hypothése plus faible H!(k, DM) = 1 suffit. Cela se voit par inspection de la
démonstration.

Lhypotheése (d) est vérifiée notamment lorsque C(G) contient un k-sous-
groupe por non inclus dans DM. Etant donné o € C(G), il est aisé de
déterminer si wor est inclus dans DM. En effet cela se vérifie sur kg et avec
le ks-parabolique standard Pa\n associ€ a P contenant le ks-tore déployé T.
Comme corad(My,) = coralsl(PA\a) = Zwy, on a uyr ¢ DM si et seulement
si ’image du poids @, par T — o = Z/2Z" est non triviale. Par analyse des
systemes de racines (avec les conventions de Bourbaki [28]), il existe un tel por
(r > 1) dans C(G) \ DM dans les cas suivants:

(i) G est de type quasi-déployé >As,,_1 avec m > 2 impair o = o,.
(i) G estdetype B, (n > 2)eta = oy.
(iii)) G estdetype C, (n > 2) et = oy.
(iv) G est de type quasi-déployé ! D», (n > 2) et & est n’importe quelle racine
simple.
(v) G estde type quasi-déployé 1D2,,+1 (n>2eta=aq,...,a,—1.
(vi) G estdetype E7 et = o, 3, 005, 07.
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5.7 Surla Ri-équivalence

Au §1.6.2, nous avons commencé a étudier la notion de Rj-équivalence pour
I’ensemble H'(k, G). Le lien avec ce qui précede est assuré par le lemme suivant.

Lemme 5.7.1 Soit G un k-groupe réductif. Soit y € ker (Hl(Gm,G) —
H' (G, G)) tel que y(1) = 1 € H'(k,G). Alors il existe i : p, — G tel
quey = ix(t) ot (1) € K[t 1 /K[ 1" = Hy (G, ).

Démonstration Ona H'(I't, G (ks[t*'])) — ker (H (G, G) = H (G x,, G)).
Soit T un k-tore maximal de G; onnote N = Ng(T) son normalisateuret Wg(T) =
NG(T)/T. D’aprés [41, Lemma 5.15], application H'(I%, N(ks[t*']) —
H(Iy, G(kg[tT1])) est surjective. Il existe donc un 1-cocyclen : I'y — N (kg [r%1)
tel que [n] = y. On note n; la spécialisation de n en t = 1 et on tord toute la
situation par le cocycle n;

OnposeT' =, T,N =, N,G' =, G=ZGpuisquey(l)=1¢€ HY'(k,G). 1l
est loisible de remplacer (G, T, N) par (G’, T', N') ce qui raméne au cas agréable
ou n; = 1, ce que I’on suppose désormais. On considere la suite exacte 1 — 7 —
NG(T) 5 Wg(T) — 1. Le point est que Wg (ky) = Wg (ks[r£!]), donc 7 (n) =
7(n); = m(ny) = 1. Par suite, n appartient a T (ks[t*']).

Nous avons donc montré que 1’on peut supposer sans perte de généralité
que que y € Hl(Fk, T(ks[til])) = Hl(Gm, T). Par inspection de la preuve
du Lemme 1.6.5.(1), il existe i : w, < T tel que y = i.(t) ou (t) €
k[til]x/k[l‘il]xn. [

Proposition 5.7.2 Soit G un k-groupe absolument presque k-simple et simplement
connexe. On suppose que scd;(k) < 2 pour toutl € S(G).

(1) Soity € ker (H' (G, G) = H'(Gpx,. G)). Siy(1) =1€ H'(k, G), alors
y(to) = 1 € H'\(k, G) pour tout 1y € k*.

(2) On suppose que chaquel € S(G) est inversible dans k. Soient 8, 8/ € H' (k, G)
deux classes Ry-équivalentes. Alors B = B’

Démonstration

(1) Le Lemme 5.7.1 produit un plongement i : u, — G tel que y = i.(t)
ot (f) € k[T /k[rF11". Alors y(to) = i * ((f9)) avec (t9) € k*/k*".
La Proposition 5.5.1 permet de conclure que y(fp) = 1. Quitte a tordre G
par un 1-cocycle de classe (1), on peut supposer que (1) = 1. De plus,
on peut supposer que B’ est élémentairement Ri-équivalent & B i.e. il existe
y € H'(G,,, G) tel que y (1) = B et y (to) = B’ pour ty € k*. L’hypothese sur
la caractéristique du corps implique que H'!(G,,, G) = ker (H "G, G) —
Hl(Gm,kS, G)) [41, prop. 5.10]. Par suite, ’assertion (1) entraine que ' = 1 €
H'(k, G). [ |



5.7 Sur la Ry-équivalence 89

Notes

L’énoncé original du Théoreme 5.1.2 de Harder traite le cas des groupes absolument
presque simples, I’extension apportée est utilisée aux chapitres suivants.

En caractéristique nulle, les énoncés 5.2.6 et 5.2.7 sont tirés de I’article [43] en
collaboration avec Colliot-Thélene.



Chapitre 6 m)
Conjecture II, le cas quasi-déployé ki

Le but de cette section est de démontrer la conjecture II pour les groupes quasi-
déployés sans facteurs de type Ejg.

Théoreme 6.0.1 Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe quasi-
déployé sans facteurs de type Eg. On suppose que scd;(G) < 2 pour toutl € S(G).
Alors H'(k, G) = 1.

Dans la pratique, on utilise le corollaire suivant.

Corollaire 6.0.2 Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe qui est une
forme fortement intérieure de sa forme quasi-déployée G1 et sans facteurs de type
Es. On suppose que scd;(G) < 2 pour tout | € S(G). Alors G est isomorphe a G4
et H'(k,G) = 1.

Vu que les groupes de types F4 et G2 sont leurs propres groupes d’automor-
phismes, on obtient en particulier le résultat suivant.

Corollaire 6.0.3 Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe qui est de
type F4 ou Ga. On suppose que scd;(G) < 2 pour toutl € S(G). Alors G est
isomorphe a sa forme déployée G et H' (k, G) = 1.

Dans le cas parfait, ces résultats sont dus a Bayer-Fluckiger/Parimala [11].

6.1 Groupes classiques quasi-déployés

Un premier cas significatif de la conjecture II est le suivant.
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Proposition 6.1.1 Soit G un k-groupe absolument presque simple, quasi-déployé,
simplement connexe et classique (i.e de type A, B, C, D non trialitaire). On suppose
que scd;(G) < 2 pour toutl € S(G). Alors H' (k, G) = 1.

Démonstration On raisonne cas par cas.

Type Cy,: Alors G = Sp,, et H'(k, Sp,,) = 1[159, IIL.1.2].

Type Any1: Si G est déployé, on a H'(k,SL,) = 1. Sinon il existe une
extension quadratique étale k’/ k qui déploie G et le Corollaire 5.5.3 montre que
H'(k,G) =1.

Type Dy non trialitaire: On commence par le cas ou G est déployé. D’apres la
Proposition 3.3.1, une classe y € H 1(k, G) est trivialisée par une extension
multiquadratique. L’ application itérée du Corollaire 5.5.3 montre que y = 1.

Si G est quasi-déployé et non déployé, il existe une extension quadratique étale
k' / k qui déploie G et le Corollaire 5.5.3 montre que H'(k, G) = 1.
Type B,: Idem. |

6.2 Groupes exceptionnels quasi-déployés

Nous pouvons procéder a la démonstration du Théoreme 6.0.1.

Démonstration La méme réduction que dans la démonstration du Théoreme 5.1.2
permet de supposer G absolument presque simple (i.e. en écrivant G comme un
produit de Ry, /x(G;)). On fait alors une étude de cas. Les cas classiques sont réglés
par la Proposition 6.1.1.

Type Dy trialitaire cyclique: Comme G est déployé “classique”,ona H'(L, G) =
1, dot HY(L/k,G) = H'(k,G). Soit [z] € HYL/k,G). D’apres la
Proposition 3.2.11, le k-groupe tordu ;G admet un k-tore maximal déployé T
par L/k. Le Théoreme de Steinberg 5.2.3 indique qu’il existe un plongement

i : T — G de sorte que [z] € Im(Hl(k, T) - Hk, G)). Enfin le

Corollaire 5.5.2 montre que I’application H Yk, T) — H'(k,G) est triviale.
On conclut que H'(L/k, G) = 1.

Type Dy trialitaire non cyclique: Le k-groupe G est quasi-déployé de type ©Dy et
on note k’/k 1’extension quadratique telle que Gy soit de type quasi-déployé
3Dy. D’apres le cas précédent, on a Hl(k’/k, G) = H'(k, G). Le Lemme 3.2.8
montre qu’il existe un k-tore S de G dont le centralisateur M = Cg(S) est tel
que My est un k’-sous-groupe parabolique de Gy de type D4 \ {2}. Alors My,
est de type 34 et d’invariant de Tits [L] € H'(k, S3). De facon plus précise,
M est une extension de R,l,/k(Gm) par DM = Rp/x(SL1(Q)) ot Q est une L-
algebre de quaternions déployée par L’ = Lk'. Par suite DM admet un k-tore
maximal 73 = RL/k(RII‘,/L(Gm)) et M admet le k-tore maximal T = Cy;(73)

qui est une extension de Rll, k(Gm) par T3. La suite exacte de k-tores 1| — T3 —
R1/ /i (Gm) — Rp;k(Gy) — 1 induit une suite exacte (les Ext étant pris dans la
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catégorie des k-groupes de type multiplicatifs, qui est duale a celle des modules
galoisiens)

Hom(R,i,/k(Gm), RL/k(Gm)) — Ext! (R,i,/k(Gm), T3)

— Eth (Rll’/k(Gm)’ RL’/k(Gm)>

On a Hom(R,l,/k(Gm),RL/k(Gm)) ~ Hom(Ri,/L(Gm),Gm,L) — 0etle
lemme de Shapiro montre que Ext! (R,l,/k(Gm), RL//k(Gm)) ~ Ext! (Gm’L,,
Gm’L,) = 0, d’out Ext! (R,i,/k(Gm), T;) = 0. En particulier la suite exacte

113 > T —> R;,/k(Gm) — 1 est scindée et il en est donc de méme du
morphisme M — Rll, / k(Gm). Ainsi la condition (a) de la Proposition 5.6.1.(1)

est satisfaite et il on va vérifier la condition (b). En effet si [z] € H'(k, M),
alors H = ;(DM) est isomorphe a Ry ;;(SLi(A)) ou A est une L-algebre de
quaternions. Il vient H'(k, H) = HY(L,SL,(A)) = 1. La condition (b) de la
Proposition 5.6.1.(1) est vérifiée ce qui implique H'(k'/k, G) = 1.

Type E¢ déployé : Commencons par le cas ou G est déployé. Le Corollaire 5.5.3
montre que H'(k'/k, G) = 1 pour toute extension quadratique k’/ k. De la méme
facon que pour le cas Dy trialitaire cyclique, on montre que H'(L/k, G) = 1
pour toute extension cyclique de degré 3. Par suite, H'(K /k, G) = 1 pour toute
extension galoisienne résoluble K / k de degré 2%3# et la Proposition 3.3.1 permet
de conclure que H'(k, G) = 1. On conclut que H'(k,G) =1.

Type E¢ quasi-déployé : Si G n’est pas déployé, on note k’/k 1’extension quadra-
tique déployant G. Alors H'(k’, G) = 1 d’apres le cas précédent et par ailleurs
ona H'(k'/k, G) = 1 (Cor.5.5.3). On conclut que H'(k, G) = 1.

Type E7, cas de caractéristique # 2: On note Eg le k-groupe semi-simple
simplement connexe déployé de type Eg. On dispose d’un plongement E¢ X (14
de sorte que HY'(k, Eg % p4) — H'(k, G) est surjectif [69, 12.13]. Maintenant,
pour montrer la trivialité de H' (k, G), le Corollaire 5.5.3 permet de supposer que
k est quadratiquement clos donc en particulier que H Yk, pg) = k% /() = 1.
Par suite, 1’application H'(k, E¢) — H'(k, G) est surjective. D’aprés le cas de
Eg¢, on conclut que Hl(k, G)=1.

Type E7, cas général: On note H le sous-groupe standard de G de type Eg. On
suppose tout d’abord que k est p-spécial pour un premier p. Si p # 2,3, 0n a
H'(k,G) = 1 d’apres le Théoreme 5.2.5. Si p = 2, 0n a H'(k,G) = 1 en
vertu du Corollaire 5.5.3 et il reste le cas p = 3. Dans ce cas, le Lemme 3.2.15
indique que 1’application H'(k, H) — H'(k, G) est surjective. Or on a montré
que H'(k, H) = 1,d’o0 H'(k, G) = 1.

Passons au cas général. Soit [z] € Z!(k, G). Alors le k-groupe G’ = .G se
déploie sur chaque extension de k qui est p-spéciale pour un premier p. Ainsi
il existe une famille d’extensions finies séparables ki, ..., k, de k satisfaisant
p.g.cd.(ky : kl,..., [k, : k]) telles que G;c,- est déployé pouri = 1,...,n.
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D’apres le Théoreme 3.4.1 (ou [75, th. C]), ceci entraine que G’ est déployé.
Vu que G,y = Aut(G), il suit que [z] s’envoie sur 1 dans Hl(k, Gaq). Or
H'(k, G) — H'(k, Gaq) est triviale (cas trivial de la Proposition 5.4.1), donc
z1=1¢€ H'\(k, G).

Type Fy: On suppose que G est déployé de type Fy. Soit [z] € H'(k, G). Le
Lemme 3.2.14.(3) indique que le k-groupe tordu G’ = .G admet un k-sous-
groupe H’ semi-simple simplement connexe de type D4 qui est une k-forme
fortement intérieure de sa forme quasi-déployé H'?. En d’autres mots, il existe
un l-cocycle a a valeurs dans H'Y (k) tel que H' =, H'?. On a montré que
H'(k, H'?) = 1, d’ ol H' est quasi-déployé. En particulier, H’ est de k-rang > 2
et G’ de méme. Comme I’atteste les tables de Tits (§9.5.2), le k-groupe G’ est
déployé, donc G’ = G’. Or G = Aut(G), donc H L(k, G) classifie les k-formes
de G, et on conclut que [z] = 1.

Type G,: On suppose que G est déployé de type G,. L’ensemble H ' (k, G) classifie
les k-groupes de type G et les algebres d’octonions. Une algebre d’octonion
possede une extension quadratique étale [167, th. 1.6.2] et celle-ci la déploie. 11
suit qu’une classe de H'(k, G) est tuée aprés une extension quadratique étale.
Le Corollaire 5.5.3 permet de conclure une nouvelle fois que H!(k, G) =1. N

Remarque 6.2.1 Pour le cas déployé de type E¢, une démonstration alternative en
caractéristique # 3 est de procéder comme en type E7 en utilisant le fait qu'une
forme fortement intérieure de type E¢ contient un k-groupe de type F4 ([178,
Lemme 1]). Il peut aussi se faire de la méme fagon que le cas général de type E7.
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Groupes classiques Shethie

L’ objectif principal est de montrer le théoréme suivant dii a Bayer-Fluckiger/Lenstra
dans le cas parfait [11] et a Berhuy/Frings/Tignol dans le cas général [15].

Théoreme 7.0.1 Soient k un corps et G/k un groupe semi-simple simplement
connexe. On suppose que G est classique, c’est-a-dire que les facteurs de G1% sont
de type A, B, C, D et non trialitaire dans le cas de D4. On suppose que scd (k) < 2
pour tout p € S(G). Alors H' (k, G) = 1.

Comme d’habitude, il suffit de traiter le cas absolument presque simple. Rappe-
lons que le cas A intérieur a déja été expliqué, il s’agit du théoreme de Suslin de
surjectivité de la norme réduite (Th. 4.8.4).

7.1 Formes bilinéaires et quadratiques

Nous utilisons comme référence le livre de Elman/Karpenko/Merkurjev [63] dont
une grande partie est en caractéristique libre. Cela conduit a distinguer les formes
bilinéaires symétriques et les formes quadratiques. Si g est une forme quadratique
non dégénérée, on note vk (g) son indice de Witt, i.e. la dimension d’un sous-espace
totalement isotrope maximal.

En caractéristique # 2, on note (aj,...,a,) la forme quadratique diagonale
associée a des scalaires ay, ..., a, € k*.

En caractéristique 2, pour a, b € k, on note [a, b] la forme quadratique binaire
ax? + xy + by?; on a les relations [a, b] L [c,d] Z [a + ¢, b] L [c,b+d]eten
particulier, [a, b] L [a, b] est hyperbolique.
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7.1.1 Formes quadratiques de Pfister

Si2 ek*etay,...,a, € k*,onnote {({ay,...,a,)) =(1,—a;)®---Q(1, —ay,) la
n-forme de Pfister. Dans le cas de caractéristique 2, si ay, ...,a,—1 € k* etb €k,
onnote ({ar,...,an,—1,b]] = (1, —a1) ® --- ® (1, —ay—1) ® [1, b] la n-forme de
Pfister. Sin = let x € Hl(k, 7./27), alors la forme norme Nk, /k €st une 1-forme
de Pfister.

Proposition 7.1.1 Soit ¢ une n-forme quadratique de Pfister n > 1 et soit x €
H'(k,Z/2Z). Les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) ¢ ®x ky est hyperbolique;
(ii) Il existe ay, . .., an—\ telle que p = ((ai, ..., an—1)) ® ni, /k;
(iii) L’indice de Witt de la forme quadratique non dégénérée ¢ L —ny /i est > 2.

Démonstration Si x = 0, alors les assertions (i), (ii) et (iii) sont vérifiées. Il est
donc loisible de supposer que x # 0, c’est-a-dire que k, estun corps et que la forme
binaire Nk, /k €st anisotrope.

(i) = (ii). Voir [63, th. 34.22.(3)].

(i) = (iii).Ona¢ L —ng /x = (((al, s ap—1)) L (—1)) ® nk, /K- Cette

forme contient (1, —1) ®nk, /k — H2etil suit que I’indice de Wittde ¢ L —Nk, /k
est > 2.

(iii) == (i). Alors le ky-indice de Witt de ¢ L H est > 2, donc le k,-indice
de Witt de ¢ est > 1. Ainsi ¢ ®j k, est isotrope, elle est donc hyperbolique suivant
[63, cor. 9.10]. [ |

7.1.2 Algebres de Clifford

On note W (k) I’anneau de Witt des formes bilinéaires symétriques non dégénérées
et 1(k) son idéal fondamental. On note W, (k) le groupe de Witt des formes
quadratiques non dégénérées, I,(k) C W, (k) le sous-groupe engendré par les
formes de dimension paire. Le groupe W, (k) est un W(k)-module et on note
17(k) = 1(k)"~" 1, (k) pour tout n > 1.

Si ¢ désigne une forme quadratique non dégénérée, on note C(¢) (resp. Co(¢))
son algebre de Clifford (resp. ’algebre de Clifford paire). Si ¢ est de dimension
paire 2n, C(¢) est une algebre simple centrale de degré 22" et Co(¢) est une algebre
d’ Azumaya sur son centre Z(¢) qui est une k-algebre étale quadratique. La classe
[Z(¢)] € H'(k,Z/2Z) est appelée le discriminant de ¢ (appelé aussi invariant de
Arf dans le cas de caractéristique 2).

Exemple 7.1.2 Si Q est une k-algébre de quaternions, alors la norme quaternio-
nique n¢ est de discriminant trivial et C(ng) = M>(Q) [63, prop. 12.4].
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Si ¢ désigne une forme quadratique non dégénérée, on note C(¢) son algebre de
Clifford. Si ¢, ¥ sont deux formes quadratiques non dégénérées de dimension paire
et de discriminant trivial, alors on a un isomorphisme C(¢) ®C () = (o L y);
on a aussi un isomorphisme C(a¢) = C(¢) pourtouta € k*.

Lemme 7.1.3 Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée de dimension 2n > 2
et de discriminant trivial.

(1) 1l existe une k-algébre simple centrale E(¢), unique a isomorphisme pres, telle
que C(¢) = Ma(E(9)).

(2) E(@) est isomorphe au produit tensoriel de n — 1 algebres de quaternions.

(3) Si E(¢) est a division, alors ¢ est anisotrope.

(4) Soit A une k-algebre simple centrale qui est le produit tensoriel de n algebres
de quaternions (n > 1). Alors il existe une forme quadratique non dégénérée
de dimension 2n + 2 telle que E () = A.

Démonstration

(1) et (2). Sin = 1, alors ¢ est hyperbolique [63, cor. 13.3] et C(¢p) = M (k).
Sin = 2, alors ¢ est similaire a ng pour une algébre de quaternions Q et le
résultat suit de I'Exemple 7.1.2. On raisonne alors par récurrence en distinguant
le cas de caractéristique 2.

Cas2 € k*.  On décompose ¢ = {a,b,c) L . Notant H le plan hyperbo-
lique,ona ¢ L H = (a,b,c,abc) L ' ot ¢y’ = (—abc) L i est de
dimension 2n — 2 et de discriminant trivial. Il vient un isomorphisme

C($)®Ma(k) — C({a, b, ¢, abe))®C(Y) = Ma(k)®(ab, ac) @ Ma (E(¥)),

d’ ot un isomorphisme C(¢) —> (ab, ac)® Ma(E(¥)) —> Ma((ab, ac)®
E(W")). Par suite, on a E(¢) = (ab,ac) ® E(') et par récurrence
sur la dimension, E (i) est un produit tensoriel de n — 2 algebres de
quaternions. On conclut que E (¢) est un produit tensoriel de n — 1 algebres
de quaternions.

Cas de caractéristique 2.  On décompose ¢ = [a,b] L [c,d] L . On a
¢ L H? =[a,b] L [c.%2] L [c.d] L [c,%2] L 4. On écrit [c,d] L
[c, “L—?’] = H 1 y, d ou par simplification de Witt une décomposition

~ b
¢ LH > (la.b] Lie. =) Ly L)

en formes de dimension paire et de discriminant trivial. Il existe une algebre
de quaternions Q telle que ang = [a, b] L [c, %]. Ainsi, on a

C($) ® Ma(k) —> Ma(Q) 8 C(y L) = M(Q® E(y L)),
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Par récurrence sur la dimension, E(y L ) est un produit tensoriel de
n — 2 algebres de quaternions. Le méme raisonnement que pour le cas de
caractéristique # 2 montre que E(¢) est un produit tensoriel de n — 1
algebres de quaternions.

(3) On raisonne par I’absurde en supposant que ¢ est isotrope. Alors ¢ = ¢ L
H ce qui entraine que C(¢) = C(¢1) Q@ CH) = Mar(E(¢1)) @k Ma(k) =
M4(E(¢1)). Ainsi C(¢) n’est pas a division.

(4) L’exemple quaternionique 7.1.2reglelecasn = 2.Onécrit A = 01Q---® O,
ou les Q; sont des algebres de quaternions. Par récurrence il existe une forme
¢ € qu (k) de dimension 2n telle que E(¢) = Q1®---® Q,—1 et qui représente
—1. Alors ¢ L ng, = v L H; + appartient a Iq2(k), est de dimension 2n et
satisfait E(y) = 01 @ - - ® Q. [ |

Remarque 7.1.4 Sous les conditions du Lemme 7.1.3, on sait que Co(¢) est
isomorphe a E(¢) x E(¢) [106, 6.4.4].

L’invariant de Clifford donne lieu a un morphisme cliff : qz (k) — oBr(k) et le
théoreme de Merkurjev (Sah pour la caractéristique 2 [152, th. 2], voir aussi [63, th.
16.3]) est que cet invariant induit un isomorphisme

17 (k) /1) (k) —> 2Br(k).

7.1.3 Le théoréme de Sivatski

Théoreme 7.1.5 On suppose que I;(L) = 0 pour toute extension L/k finie
séparable.

(1) Soit ¢ une forme quadratique non dégénérée de dimension 2n > 2, de
discriminant trivial et non hyperbolique. Alors

inde (E(¢)) = 2"~ 7@,

En outre ¢ est anisotrope si et seulement si E(¢) est a division c’est-a-dire
d’indice 2" 1.

(2) Soit A une k-algebre simple centrale de période 2 dans le groupe de Brauer
et de degré 2"~ (n > 2). Alors A est un produit tensoriel d’algébres de
quaternions. De plus, il existe une unique forme quadratique ¢ non-dégénérée
de dimension 2n de discriminant trivial telle que E (¢) = A.

En d’autres mots, ce résultat dit que les k-algebres simples centrales de période
2 dans le groupe de Brauer sont décomposables en produits tensoriels d’algebres de
quaternions.
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Démonstration Vu que 1; (k) = 0, ’isomorphisme 15 (k) /1; (k) —> ,Br(k) induit
un isomorphisme

12 (k) — ,Br(k).

On a ceci pour toute extension finie séparable L/k.

(1) Les deux quantités étant insensibles a une extension séparable de degré impair,
il est donc loisible de supposer que le corps k est 2-spécial. On montre la
formule par récurrence sur e = indx (E(¢)) > 2.

Cas e = 2. Alors E(¢) est Brauer-équivalente a une k-algebre de quaternions
a division Q de sorte que ng est Witt équivalente a ¢. Ainsi vi(¢p) =n — 2
et la formule vaut dans ce cas.

Cas e > 3. Supposons ¢ isotrope. Alors il existe une décomposition ¢ =
¢’ @ H, d’ou un isomorphisme E(¢) = M>(E(¢')). Alors E(¢) et E(¢’)
sont Brauer équivalents et ¢ et ¢’ sont Witt équivalents. La formule pour
¢ suit par récurrence de la formule pour ¢’. On suppose donc que ¢ est
anisotrope. On doit montrer que E(¢) est d’indice 2”~!. On raisonne par
I’absurde en écrivant E(¢) = Mo (D) avec D a division et r > 1. Soit
L/k un sous-corps commutatif maximal séparable de D. Alors L/k est
une tour d’extensions quadratiques et contient en particulier une extension
quadratigue séparable K /k. Ainsi Dg n’est pas a division, donc indg (D)
divise %. Suivant [86, cor.4.5.11.(1)],on aen faitindg (D) = % =
2"="=2_ Par récurrence on a 2" "2 = indg (E(¢)) = 2" 17vk@® donc
vg(¢) = r + 1 > 2. D’apres [63, prop. 34.8], il existe une décomposition
¢ =¢o L ng®(a, b). Comme I3(K) = 0, la 2-forme de Pfister nx ® (a, b)
représente tout élément de k™, ce qui contredit I’anisotropie de ¢.

(2) On peut supposer que A est a division de degré 2"~! > 1. La classe [A]
définit une forme quadratique anisotrope ¢ de rang pair et de discriminant trivial
telle que E(¢) est Brauer-équivalente a A. D’apres (1), E(¢) est a division.
Le Lemme 7.1.3.(2) montre que E(¢) est un produit tensoriel d’algebres
de quaternions. On conclut que A est un produit tensoriel d’algebres de
quaternions. |

Remarques 7.1.6

(a) Noter que I’hypothese q3 (k) = 0 implique que pour chaque forme ¢ € I qz (k),
on a Gi(¢p) = k*, i.e. tout scalaire non nul est facteur de similitude de ¢.

(b) En caractérique # 2, Merkurjev a construit des corps de dimension cohomolo-
gique 2 avec des indices arbitrairement grands [131].

(c) Cet énoncé de décomposabilité est faux en général. En effet, il existe un corps
F et une F-algebre simple centrale de degré 8 et de période 2, qui n’est pas un
produit tensoriel de trois algebres de quaternions (Amitsur/Rowen/Tignol, [2]).

(d) La généralisation du théoreme de Sivatski au cas de périodes impaires
3,5,7,... estune question ouverte a notre connaissance.
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7.1.4 Dimension cohomologique séparable en 2

Les formes quadratiques permettent de caractériser la dimension cohomologique
séparable en 2.

Proposition 7.1.7 Pour m = 1,2, les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) scda(k) < m;
(ii) I;”'H (L) = 0 pour toute extension finie séparable de k.

Démonstration Casm = 1. (i) = (ii). Soit ¢ une 2-forme quadratique de Pfister.
Alors il existe une (unique) k-algeébre de quaternions Q telle que ng = ¢.
Comme »Br(k) = 0, Q est déployée et ng = ¢ est hyperbolique. Or le
W (k)-module qu(k) est engendré par les classes des 2-formes de Pfister donc
qu(k) = 0. De la méme facon, on a qu(L) = 0 pour toute extension finie
séparable L/ k.

(ii) = (i). Vu que »Br(k) = H22 (k) est engendré par les classes d’algebres de
Clifford de formes de 13 (k),ona H22 (k) = 0. De méme, H22(L) = 0 pour toute
extension finie séparable L/k, et le critere suivant 4.5.1 montre que scda (k) < 1.

Casm = 2. (i) = (ii). Soit ¥ une 3-forme quadratique de Pfister. Alors il existe
une 2-forme de Pfister ¢ telle que ¥ = (1, —a) ® ¢ pour a € k*. Il existe
une k-algeébre de quaternions Q telle que ng = ¢. La caractérisation 4.7.1 de
scda(k) < 2 montre que ng(Q*) = k*. En particulier a € ng(Q>) d’ou une
isométrie ang = ng. On conclut que ¥ est hyperbolique. Le W (k)-module
I; (k) est engendré par les classes des 3-formes de Pfister donc I; (k) =0.Dela
méme facon, on a I; (L) = 0 pour toute extension finie séparable L/k.

(ii) = (i). On utilise de nouveau la caractérisation avec la surjectivité des
normes réduites (cf. Th.4.7.1). Soit L une extension finie séparable de k et B une
L-algebre simple centrale de degré 2, ¢’est-a-dire une algebre de quaternions. La
L-forme quadratique n g est une 2-forme de Pfister. Pour touta € L*, (1, —a) ®
npg €l ; (L). Notre hypothese entraine que (1, —a) ®n g est hyperbolique et donc
que a € Np(B™). Ceci montre que Np : B* — L est surjective. |

Remarque 7.1.8

(a) On aurait pu aussi utiliser pour m = 2, (i) = (ii), le Théoreme 6.0.1 pour le
type Dy intérieur, c’est-a-dire le fait H'!(k, Sping) = 1. Ceci implique en effet
que les 3-formes quadratiques de Pfister sont hyperboliques.

(b) La Proposition 7.1.7 vaut en fait aussi pour tout m > 3 en utilisant le théoréme
de Orlov-Vishik-Voevodsky [142] (et celui de Kato en caractéristique 2 [111]).

Ce résultat a une contrepartie concernant la liaison (“linkage” en anglais) des
formes quadratiques.
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Proposition 7.1.9 On suppose que I;(L) = 0 pour toute extension L/k finie
séparable. Soit K | k une extension quadratique étale.

(1) Soient q1, q> des formes quadratiques anisotropes de 1% (k) de méme dimension
2n > Gtelles que q1 Qi K et g2 Qi K sont similaires. Alors il existe ay, ay € k*,
0 € H'(k,Z/2Z), qo € qu(k) anisotrope de dimension 2n — 2 tel que q1 =
qo L (1, —ai)ng, g2 = qo L {1, —az)nyg.

(2) Soient Ay, Ay des algebres simples centrales a division de degré commun
2"~V > 4. On suppose que A1 Qi K et Ay Qi K sont K-isomorphes. Alors
il existe des décompositions A1 = Ao R [0,a1), Aa = Ag ®Q [0, a2) ou
ai,a; € k*, 0 € H'(k, Z/2Z), et Ao désigne une k-algébre simple centrale
a division de degré 2" 2.

Démonstration On peut supposer que K est un corps.

(1) L’hypothése entraine que q; L —g» = ny ® (b1, ..., ba,) pour by, ..., by, €
k> [63, prop. 34.8]. En calculant modulo I;(k), on obtient g L —¢qo =
(1, =b)ny pour b = (=1)"by...by, € k*. 1l existe donc un isomorphisme
q1 L —q AN (1, =b)n, L H2"~2, Par suite g1 et gp coincident sur un
sous-espace V de dimension 2n — 2. On note ¢ cette restriction, 1’anisotropie
implique que ¢ est une forme quadratique réguliere de sorte que 1’on a des
décompositions orthogonales g; = ¢ L g/ ol ¢; est de dimension 2 pour
i = 1,2. Comme G(g;) = k*, il est loisible de supposer que ¢ représente
1. En comparant les discriminants, il vient g/ = (—a;) ng pour un caractére
0 € H'(k,Z/2Z) eta; € k*.En ajoutant H? = —ny L ny, on obtient

gi =(p L —ng) L(l,—ai)ne  (i=12)

Comme (¢ L —ng) est isotrope et de discriminant trivial, il existe gg € qu k)
de dimension 2n — 2 tel que ¢ L —ng = qo, d’oltq; = qo L (1, —a;)ng
pouri = 1,2. Si gg est isotrope, alors g; est Witt-équivalente a une forme de
dimension 2n —2, ce qui est une contradiction. On conclut que g est anisotrope.
(2) On suppose que (A1 @ A2) Qr K est déployée, ainsi A| ®; Ar est Brauer
équivalente a une k-algebre de quaternions [x, b). Pouri = 1, 2, soit (V;, g;) €
qu (k) la forme quadratique anisotrope de dimension 2n associée a A; par le
Théoréme 7.1.5.(2). Alors g1 L —g» = (1, b)n, . Le (1) produit une forme gy €
qu (k) anisotrope de dimension 2n — 2, 6, aj, as tels que g; = qo L (1, —a;i)ng
pouri = 1, 2. Soit Ag la k-algébre simple centrale a division correspondant a gg
selon le Théoréme 7.1.5.(2). Cette algebre est d’indice 2126t A; = Ap®I[0, a;)
pouri =1, 2. |

Remarque 7.1.10 11 est a noter que Chapman a établi dans ce contexte un “lemme
des chaines” qui permet de relier deux décompositions distinctes en produit
d’algebres de quaternions [35, th. 4.1 et 5.2].
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7.1.5 Autres formes quadratiques

Ce résultat a des conséquences sur les formes quadratiques de dimension impaire et
paire de discriminant arbitraire.

On rappelle qu’une forme quadratique non dégénérée g de dimension 2n + 1
est une k-forme fppf de la forme standard g9 = (1) L H" [33, §2.6, 4.2] dont le
groupe orthogonal est noté Oz,41. En d’autres mots les formes quadratiques non
dégénérées de dimension impaire sont classifiées par 1’ensemble Hfi)pf(k’ O2441)-
Le déterminant GLj,+1 — G, induit une suite exacte de k-groupes 1 —
SO2,4+1 = O24,41 — u2 — 1. En prenant la cohomologie plate, cette suite exacte
donne lieu a ’invariant discriminant § : Hfi)pf(k, O2ny1) = HU(k, p2) = kX /k*2.

Plus généralement, pour toute k-forme quadratique ¢ non dégénérée de dimen-
sion impaire, on a une suite exacte 1 — SO(¢) — O(¢p) — up2 — 1 qui est
scindée par les homothéties. Par suite la fleche Hfi)pf(k, SO(¢)) — Hfi) ok, O(9)
est injective et son image consiste en les classes d’1sométrie de formes quadratiques
non dégénérées de méme dimension et méme discriminant que ¢.

Corollaire 7.1.11 On suppose que I;’(L) = 0 pour toute extension L/k finie
séparable.

(1) Soit  une k-forme quadratique réguliere de dimension 2n + 2 > 4 et de
discriminant trivial. Pour tout § € k*, il existe une unique k-forme quadratique
Ys telle que v 1 (8) = s L H. En outre, on a C(¥s) = E(Y).

(2) Pour chaque § € k*, l'assignation & — s induit une bijection entre les
classes d’isométries de formes quadratiques non dégénérées de dimension
2n + 2 > 4 et de discriminant trivial et les classes d’isométrie de formes
quadratiques non dégénérées de dimension 2n + 1 et de discriminant (8).

(3) Soit ¢ une k-forme quadratique non dégénérée de dimension 2n + 1 > 3. Alors

2"7P) — indy (Co(h)).

Démonstration

(1) Comme G() = k*, i représente tout élément de k™ et en particulier —3.
Ainsi ¥ L (8) est isotrope et le théoreme de Witt produit la forme 5. Suivant
la formule [63, 11.4.(2)], il existe un isomorphisme Co(y L (8)) = C(—8¥).
Comme (—6) ® ¥ = ¥, ona C(—38v¢) = C(¥) qui est Brauer équivalent a
E (). Pour des raisons de degré, on conclut que C(¥s) = E(¥).

(2) Montrons que cette assignation est injective. Si ¥5 = v, alors E(y) = E(y’
par la formule précédente et le théoréme de Sivatski montre que ¥ = /.
Montrons que I’ assignation est surjective. Soit ¢ une forme k-forme quadratique

non dégénérée de dimension 2n 4 1 et de discriminant §.

Premier cas: k est de caractéristique # 2. On pose v = ¢ L (—§), alors
v L) =E¢ LH douys =o¢.
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Second cas: k est de caractéristique 2. La forme binaire [§, § 4 1] est isotrope
donc hyperbolique, et est choisie pour représenter 6. On écrit¢p L H= ¢ L
[6,8 + 1] = ¥s L (5) et s fait I’affaire.

(3) Il suffit de traiter le cas anisotrope de rang 2n 4+ 1 > 3. D’apres (2), on sait que
¢ = s pour une k-forme quadratique ¢ de dimension 2n+-2 et de discriminant
trivial satisfaisant ¢ L (§) = ¢ L H. Nous affirmons que i est anisotrope et
raisonnons par I’absurde en supposant v isotrope. Si n = 1, alors ¥ = H? et
¥ L (8) = H? L (§) = ¢ L H. Le théoreme de simplification de Witt [63, Th.
8.4] implique que ¢ est isotrope, ce qui est une contradiction. Sin > 2, on a
Y = o L H avec ¥ de dimension 2n > 4, donc ¢ L (§) = (WO 1 (5)) 1 H.
Par suite,ona ¢ = iy L (5 et cette forme est isotrope ce qui contredit (1). Ainsi
Y est bien anisotrope. Le Théoreme 7.1.5.(1) indique que indx (E (¥)) = 2". La
formule du (1) permet de conclure que indi (Co(¢)) = 2". [ |

7.1.6 Le cas de type B et des groupes de spineurs

Nous reprenons ici les références [11, §2.1] et [15, §2.2] en caractéristique libre.

Théoreme 7.1.12 On suppose que scda (k) < 2. Soit g une forme quadratique non
dégénérée de dimension N > 3. Alors H' (k, Spin(g)) = 1.

Démonstration On considere la suite exacte de k-groupes 1 — po — Spin(g) —
SO(g) — 1. Elle donne lieu a une suite exacte d’ensembles pointés

K/ k% = H (k. 1) > H' (k. Spin(q)) — H'(k, SO(¢)).

On rappelle que I’ensemble H'!(k, SO(q)) classifie les formes quadratiques non
dégénérées de dimension N et de méme discriminant que g. Soit [z] une classe
de H'(k, Spin(g)), on note [¢'] son image dans H'(k, SO(gq)) et on va montrer que
q’ est isométrique & ¢g. On note X le k-torseur sous Spin(g) attaché a z. Suivant
Panin [143, cor. 5.2.(2)], on sait que le morphisme Br(k) — Br(k(X)) est injectif.

Cas N = 2n. Comme qix) = q;c(x), il suit que les algebres de Clifford C(q)
et C(q’) sont k-isomorphes. Ainsi ¢ L —¢' € I; (k) = 0, donc ¢q et g’ sont
isométriques.

Cas N = 2n + 1. Soit § € k* le discriminant de ¢ (et ¢’). Comme g (x) = ql/c(x),
il suit que les algebres de Clifford paires Co(q) et Co(g’) sont k-isomorphes. Le
Corollaire 7.1.11 définit une forme quadratique ¥ (resp. ¥5) de dimension 2n +2
telle que ¥ L (8) = ¢ L H(resp. ¥' L (§) = ¢’ L H); de plus Co(q) = E(¥)
(resp. Co(q') = E(y')). Ainsi ¥, ¥ sont de discriminant trivial et ont méme
invariant de Clifford, donc ¥ = ¢/ d’otg = ¢q'.
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On revient au cas général. Ainsi [z] appartient au noyau de H'(k, Spin(q)) —
Hl(k, SO(g)). La Proposition 5.4.1 montre que 1’application Hl(k, Spin(g)) —
H! (k, SO(g)) a un noyau trivial ce qui permet de conclure que [z] = 1. [ |

Ceci montre donc la conjecture II pour les groupes de type B,. Noter que I’on
a commencé en n = 2 alors que le cas By = C, est par convention rangé dans les
groupes symplectiques.

7.2 Le cas symplectique

Les groupes de type C non déployés sont des groupes associés a des formes anti-
hermitiennes alternées (« paire » est une autre terminologie pour alternée). De facon
plus précise, soit D une k-algebre a division centrale de degré d > 1 munie d’une
involution 6 de premiere espece, orthogonale, et V un D-espace vectoriel (2 droite)
de dimension finie. On note Alt(D, ) = {d —0d) | de D}.

Soit A : V x V — D une forme anti-hermitienne alternée et non dégénérée
[115, §4]. Cela signifie que v — h(v,v) est a valeurs dans Alt(D, 6), que
h(vidy, vrudy) = 0(d1)h(v1, n)da, h(vy, v2) = —0(h(vz, v1)) pour tous v, vy €
V,di,dy € D et que le k-morphisme V — Homp(V, D), v — h(v, ) est bijectif.

Le k-groupe SU(h, V) est de type C, ou n = M et tous les groupes de
type C non déployés apparaissent de cette facon. En outre la classe de Tits d’un
tel k-groupe est [D] € Hf%pf(k, u2). La forme hyperbolique hyp : D> x D> —
D, ((x1,x2), (y1, y2)) > 60(x1)y2 — 0 (x2)y1 est le premier exemple important noté
H(D, 6) de forme anti-hermitienne alternée et non dégénérée. On sait qu’une forme
anti-hermitienne alternée et non dégénérée (i, V) se décompose de fagon unique en
han L H(D, 0)™ ou hg, est une forme anisotrope [113, prop. 6.3.2]; de plus kg,
est diagonalisable, c’est-a-dire somme orthogonale de formes de rang relatif 1 (ibid,
lemma 6.2.1).

Théoreme 7.2.1 On suppose que scdy(k) < 2. Soit G un groupe semi-simple
simplement connexe de type C, (n > 2). Ona Hl(k, G)=1.

Ce résultat a une conséquence sur la classification des formes anti-hermitiennes.

Corollaire 7.2.2 On suppose que scdy(k) < 2. Soit D une k-algebre simple
centrale a division de degré d > 1 munie d’une involution 6 de premiére espéce
et orthogonale.

(1) Deux formes anti-hermitiennes alternées h, h’ sur un D-espace vectoriel V (a
droite) sont isométriques.
(2) Soit h une forme anti-hermitienne alternée h sur V.

(i) Sidimp (V) = 2m, alors h est hyperbolique et SU(V, h) est de k-rang m.
(ii) Sidimp (V) = 2m + 1, alors Uindice de Witt de h est m et SU(V, h) est de
k-rang m.

On commence par établir le Corollaire.
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Démonstration

(1) On considere le k-groupe G = SU(V, h), c’est un k-groupe de type C, ou
n= M. On a une suite exacte 1 — SU(V, h) — U(V,h) = G,, — 1.
Comme H'!(k, G) = 1 et H'(k,G,,) = 1, on obtient que H'(k, U(V, h)) = 1.
Or I’ensemble H!(k, U(V, h)) classifie les formes anti-hermitiennes alternées
sur V, d’ou le Corollaire.

(2) Le cas (i) suit de facon évidente de (1). Pour (ii), on utilise la décomposition de
Witt h = hg,, L H(D, 6)¥. La forme h, se diagonaliseen h; L --- L hg ol
les formes /; sont de rang relatif 1. Les formes h;, £h; sont isométriques deux
a deux. L anisotropie de h,, implique donc que A, est de rang relatif 1. Par
suite le k-rang de SU(V, h) est bien m. [ |

On procede a la démonstration du Théoreme 7.2.1.

Démonstration On va montrer (1) et (2) par récurrence sur n > 2 en tenant compte
du Corollaire 7.2.2 en dimension inférieure. On commence par le cas n = 2. Alors
G = Spin(g) pour une forme quadratique g de dimension 5 etona H'(k, G) = 1
d’apres le Théoreme 7.1.12. On suppose donc n > 3 et le Théoreme 6.0.1 permet
de supposer G non déployé. Il existe donc une k-algebre simple centrale D d’indice
d > 1 munie d’une involution orthogonale de premiere espece 6 de sorte que G =
SU(V, h) pour une forme anti-hermitienne non dégénérée alternée (V, k). On note
m = dimp(V) etona2n = dm.

Premier cas: m > 2. On utilise la décomposition de Witt h = h,, L H(D, 6)"
et que la forme h,, se diagonalise en h; L --- L hg ou les formes h; sont
de rang relatif 1. D’apres ’interprétation du Corollaire 7.2.2, les h;, +h; sont
isométriques deux a deux, et il suit que chaque forme anti-hermitienne alternée
(V, h') est isométrique a 4. En d’autres mots, on a H'(k,U(V, h)) = 1. La suite
suite exacte 1 — SU(V, h) - U(V,h) — G,, — 1 donne licu a la suite exacte
de cohomologie

UV, h)(k) —> k* — H'(k, G) —> H'(k, U(V, h)) = 1.

En vertu du Corollaire 5.4.4, le morphisme U(V, h)(k) — k> est surjectif ce qui
permet de conclure que H'(k, G) = 1.

Second cas: m = 1. Alors d = 2n et SL;(D) est donc un k-groupe anisotrope.
Comme G se plonge dans SL; (D) par la représentation standard, il suit que G
est anisotrope. Utilisant une nouvelle fois la décomposition de D en un produit
tensoriel d’algebres de quaternions, il existe une extension quadratique L/ k telle
que A n’est pas a division. De facon plus précise, on a ind; (D) = n. D’apres
le premier cas, on a H' (L, G) = 1, d’ot H'(L/k, G) = H'(k, G). De plus,
G est de rang relatif n — 1, il admet donc un sous-groupe parabolique P de
type C, \ {n}. Le Lemme 3.2.8 montre que G admet un sous-groupe M tel que
M est un sous-groupe de Levi de P et tel que I’application H'(L/k, M) —
H'(L/k, G) est surjective. Le k-groupe DM se décompose en H| x Hj ot H}
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(resp. H>) est semi-simple simplement connexe de type A, /21 (resp. Cy). Le
point est que H3 = DC (H>) est simplement connexe de type Cy/2 de sorte que
M C H; x Hz C G. Ainsi I’application H'(k, M) — H'(k, G) factorise par
H'(k, Hy) x H'(k, H3) qui est nul par récurrence sur le rang. Ceci montre que
H'(k,G) =1. [ ]

7.3 Le cas unitaire (type 2A,_1)

Théoreme 7.3.1 Soit L une extension quadratique séparable de corps et D une L-
algebre simple centrale a division munie d’une involution o de seconde espéce. On
suppose que scd;(k) < 2 pour tout premier | divisant 2deg; (D). Soient (V, h)
et (V', ') des formes hermitiennes réguliéres relativement a (D, o). Alors les
assertions suivantes sont équivalentes:

(i) (V,h)et(V', k') sont isométriques;
(ii) dimp(V) = dimp(V') et (V,h) et (V',h’) ont méme discriminant dans
k*/NpLk(L>).

Démonstration L'implication (i) = (ii) est triviale. Réciproquement, on suppose
(i1). On rappelle que le théoreme de simplification (et de décomposition) de Witt
vaut dans ce cadre [155, 9.2] si bien que I’on peut supposer I’une des formes, disons
K, anisotrope.

Premier cas : r = dimp (V) > 2. On considere le k-groupe unitaire U(h), il s’insere
dans la suite exacte de k-groupes

1 — SU(h) — U(h) — Ry ;1 (Gp) — 1.

Le yoga des formes montre que I’ensemble H Lk, U(h)) classifie les formes
hermitiennes régulieres de dimension dimp (V) relatives a (D, o). En particulier
(V', h) définit une classe y € H'(k, U(h)). Son image par H'(k,U(h)) —
H'(k, R}‘/k(Gm)) = k*/Npjk(L*) est le discriminant relatif discj(h') =
disc(h) disc(h)~1 [11, §2.1]. Notre hypotheése montre donc que y provientd’une
classe y1 € H L(k,SU(h)). Le L-groupe SU(h); est semi-simple simplement
connexe de type intérieur A et on a donc HY(L,SU(h)) = 1 (Th.4.8.4). Par
suite, on a & € H'(L/k,SU(h)). Notre hypothése sur le rang montre que
SU(h) = SLi(D) est isotrope, G = SU(h) admet un sous k-tore S =
R i / «(Gm) C G de sorte que I’application

HY(L/k,C5(S)) — H' (L/k, G)

est surjective. Ainsi y; provient d’une classe y» € H'(L/k, C;(S)). Ainsi il
existe un k-tore 7 C Cg(S) C G tel que y» provient d’une classe y3 =
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[z] € HI(L/k, T) [159, 1I1.2.4, ex. 2]. La structure d’un tel k-tore est bien
connue [121, §3.4.3),ona T = ker(RL/k(R}@kL/L(Gm)) — R}(/k(Gm)) ~
coker(R}qk(Gm) — RL/k(R}(@)kL/L(Gm))) ot K/k est une k-algebre étale.
Comme T = ;T est un k-sous-groupe de SU(R") = ;SU(h) qui est anisotrope, il
suit que T est anisotrope. En particulier K est un corps. Comme 7 contient S =
R}‘/k(Gm), il suit que 77, = R}<®kL/L (Gp,) est isotrope, donc K ® L n’est pas
un corps,d’ot K ®; L = K x K. Le Lemme 1.6.6 indique que 7 admet un sous-
groupe iy de sorte que Hfi)pf(k, wr) — HY(k, T) est surjectif (Lemme 1.6.6). 11
suit que y; appartient a I’image de I’application Hf;pf(k, u2) — Hfi)pf(k, G).Or
cette application est nulle en vertu de la Proposition 5.5.1. Ainsi y; est triviale,
ety € H'(k, U(h)) aussi ce qui permet de conclure que 4’ est isométrique a .
Cas général. Sidimp (V) > 1, onest dans le premier cas. Il reste donc a traiter le cas
ol h et i’ sont de rang 1. Supposons que H' := h L —h’ est anisotrope. Cette
forme a méme discriminant que la forme isotrope H = h 1 —h. Le premier
cas appliqué a2 H et H' montre que H et H’ sont isométriques, ce qui contredit
I’hypothése. Ainsi & L —h' est isotrope donc est hyperbolique. On conclut que
h et i’ sont isométriques. [ |

Théoreme 7.3.2 Soit n > 3 un entier. On suppose que scd;j(k) < 2 pour tout
diviseur premier | de 2n. Soit L/k une extension quadratique séparable de corps.
Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe de type quasi-déployé > A,
relativement & L/ k. Alors H' (k, G) = 1.

Démonstration On sait que G = SU(V, h) pour (V, h) une forme hermitienne
réguliere relative a une L-algebre a division D munie d’une involution o de
seconde espece. Une conséquence immédiate du théoreme précédent est le fait
que I’application H'(k, U(h)) — H'(k, R;/k((;m)) = k*/Np/x(L*) a un noyau
trivial. Il suit que I’on a une suite exacte d’ensembles pointés

U(h) (k) = Rp 1 (Gn)(k) — H'(k,SU(h)) — 1.

Comme le tore Ri / «(Gm) est déployé par I’extension quadratique L/k, le Corol-
laire 5.4.4 indique que U(h)(k) — Ri / +(Gm) (k) est surjective. On conclut que
H'(k,SU(h)) = 1. u

7.4 Le cas de type D

7.4.1 Paires quadratiques et leurs relevements hermitiens

Un k-groupe G semi-simple simplement connexe de type D,, (n > 2, non trialitaire)
est isomorphe a un k-groupe Spin(A, o, f) relatif & une k-algebre simple centrale
A de degré 2n munie d’une paire quadratique (o, f) [115, 26.15]. De facon plus



108 7 Groupes classiques

précise, o désigne une involution de premiere espece sur A et f : Sym(A, o) — k
une forme linéaire sujette aux conditions suivantes:

(1) dimg(Sym(A, 0)) =n(2n+1);
2) f(x4+0o(x)) =Trds(x) forall x € A.

L’involution est orthogonale (resp. symplectique) si k est de caractéristique # 2
(resp. de caractéristique 2). D’autres groupes algébriques lisses sont associés au
triplet (A, o, f) (ibid, §23.B), a savoir GO(A, o, f) (resp. O(A, o, f)) appelé le
groupe des similitudes orthogonales de (A, o, f) (resp. le groupe orthogonal de
(A, 0, f)) etleurs avatars PGO(A, o, f), 0T (A, o, f) et PGO™ (A, o, .

On écrit A = Endp(V) ou D est une k-algebre a division centrale et V un
D-module a droite. On fixe une involution € sur D de premicre espece qui est
orthogonale (resp. symplectique) si k est de caractéristique # 2 (resp. 2). Etant
donné une paire quadratique (o, f) sur (A, o), un relevement hermitien est une
forme hermitienne 7 sur V telle que 0 = oy, c’est-a-dire adjointe a h. Un
tel relevement existe et es t unique a scalaire pres [115, Th. 4.2]; si k est de
caractéristique 2, un tel & est alterné, i.e. x — h(x, x) est a valeurs dans Alt(D, o).

On dit alors que (&, f) est un relévement hermitien de (o, f) et ce sont ces objets
que I’on va considérer. Le groupe unitaire U(h, f) est le sous k-groupe algébrique
du groupe unitaire U(h) C GL;(A) qui préserve f. Etant donné une k-algébre R,
ona

U, £)(R) = {g € UMR) | flgxg™) = f(x) Vx e Sym(4,0) @y R}.

Une premiere observation est que U(h, f) = O(A, o, f).

Exemple 7.4.1 On suppose que D = k. Soit V un k-espace vectoriel de dimension
2n. Dans ce cas un relevement hermitien (&, f) de (o, f) est la donnée d’une
forme quadratique non singuliere g sur V [115, 5.11]. En effet, si on considere
une telle forme ¢ sur V, la forme bilinéaire b, associée est une forme hermitienne

et ’expression de la forme f,; est plus compliquée. Soit ¢, : V ®; V —> Endg(V)
I’isomorphisme défini par ¢, (v1 @ v2).x = viby(v2, X), et f = f, est caractérisée
par la formule

q(v) = fq((/)q(vv v))

pour tout v € V. Dans ce cas, ona O(g) = O(A, o, f).

L’exemple précédent permet la construction de sommes orthogonales, nous
allons voir que ceci s’étend plus généralement.

Proposition 7.4.2 Soient A1 = Endp(V1), A> = Endp(V») de degrés respectifs
2n1 et 2ny. Soit (h;, fi) un relévement hermitien d’une paire quadratique (o;, fi)
pour i = 1,2. On considere la forme hermitienne h = hy L hy sur V =
Vi @ Vo et on pose A = Endp(V). Alors il existe une unique forme linéaire
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f i Sym(A, o, 1h,) — k telle que

(i) (On,1h,, f) est une paire quadratique sur A.
(ii) La restriction de f a Sym(A;, o;) est f; pouri =1, 2.

On note e; € A (resp. e2) la projection sur le facteur Vi parallélement a V;
(resp. et inversement). Alors f(x) = fi(eixer) + fr(eaxen).

Le relevement (4, f) construit dans la proposition est appelé la somme orthogo-
nale de (h1, f1) et (h1, f2). On le note (h1, f1) L (ha, f2). La paire quadratique
(Oh,Lhy, f) est alors une somme orthogonale de (o, f1) et (on,, f2) au sens
de [15, Prop. 1.5]. La preuve ci-dessous est d’ailleurs essentiellement celle de la
citation.

Démonstration On pose o = oy, 1, et on montre d’abord que la formule donnée
est la seule possible. Si x € Sym(A, o), alors x s’écrit
X =ejxer +ejxey +exxeyr + erxxen
Si f satisfait (i) et (ii), on a
fx) = fileixer) + fa(eaxer) + f(eixer + exxen).

Or f(e1xex + exxer) = f(e1xez + o(e1xer)) = Trdya(ejxez) = 0, donc f(x) =
fi(erxer) + fa(exxer). Il reste a voir que f définit bien une paire quadratique. Soit
x € A que I’on décompose x = x1 + x2 + ejxex + exxe;. Vuque o(e;) = e¢;,0ona
x+ox)=x14+0x)e; +x2+0(x) +e(x+0(x))er+ ex(x + o(x))er. On
calcule

flx+0@) = fikx) + f2(x2)

= Trda, (x1) + Trdg, (x2)
= Trd (x).

On conclut que (o, f) est une paire quadratique. |

On dit que la paire quadratique (o, f) est isotrope si A admet un idéal a droite
0 # I satisfaisant o (1) = Oet f(INSym(A, 0)) = 0 (ibid, 6.12). S’il existe un tel
I satisfaisant dimy (1) = 1 dimy (A), on dit que (o, f) est hyperbolique. On sait que
deux paires quadratiques hyperboliques sur A sont conjuguées (ibid, 10.35). Cette
notion est liée a I’isotropie des groupes algébriques de la facon suivante.

Lemme 7.4.3 Soit I un idéal a droite comme ci-dessus. On considere le k-sous-
groupe algébrique P de O" (A, 0, f) C GL;(A) qui stabilise 1. Alors P est un
k-sous-groupe parabolique de OT (A, o, f) de type

o] Ap—1
% Qp
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Démonstration Sans perte de généralité, on peut supposer que k est algébriquement
clos. Ceci permet de supposer que A = Endi (V) et que (o, f) est adjointe a une
forme quadratique non singuliere g de dimension 2n [115, 5.11]. Il existe un unique
sous-espace vectoriel W de V tel que /I = Homy(V, W) C A = Endg(V) et W
est de dimension n. Ainsi P C OV (A, o, f) est le stabilisateur de W. D’apres
I’exemple 6.6 de loc. cit., W est un sous-espace totalement isotrope de V, i.e. g
s’annule sur W. Suivant [125, Prop. 12.13], P est bien un k-sous-groupe parabolique
de O™ (g) = O"(A, o, f) sibienque O" (A, o, f)/ P estla variété des sous-espaces
totalement isotropes maximaux. Au vu de I’exemple 17.9.(2) de loc. cit.,ona P =
R, (P) x GL(W) donc P,y est de type A,—1. Cela impose le type de P. [ |

On dit qu’un relevement hermitien (h, f) de (o, f) est hyperboliquesi (o, f) est
hyperbolique.

Lemme 7.4.4 Soit (h, f) un relevement hermitien d’une paire quadratique. Alors
la somme orthogonale (h, ) L (—h, —f) est hyperbolique.

On observe que (—h, — f) est un relevement hermitien de (o, f).

Démonstration On pose B = Endp(V & V), © = op1—p et (7, F) la paire

, , ab op(a) —on(c)
dratique. = b) = . t
quadratique. Si x (c d)’ on a t(b) (—oh(b) ah(d).> On note

I = Homp(V@®V, V) C Blidéal défini par le plongement diagonal V — V@V,

N p s ad L
c’est-a-dire formé des éléments du type < d>. Pour deux tels éléments x, x’, on
a

calcule
/ o(a) —o(a)\ (a'd
= =0.
Ty > (—o(d) o(d)) (a’ d'
On a donc t(I)I = 0. Il reste a vérifier la condition sur F. Un élément x €

Sym(B, t) N I est de la forme x = (a —a) avec a symétrique pour o. Alors
a —a
F(x) = f(a) + f(—a) = 0. Ainsi (z, F) est hyperbolique. [ |
Le fait suivant généralise un résultat de Kneser [112, §2.6, Lemma 1].

Lemme 7.4.5 Soit (0, f) une paire quadratique comme ci-dessus. On considére les
suites exactes

1= ur— G =Spin(A,0, f) > 0t (A0, f) > 1 et
1—-0%(A,0, f) = O, o0, f) > Z/27 — 1.

(1) Onsuppose que [A] # 0 € Br(k). Alorsona Ot (A, o, f)(k) = O(A, o, f)(k).
(2) Le composé

Z/2Z - H'(k.O* (A0, ) > HY (k. p)

applique 1 sur [A].
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Démonstration
(1) Comme il existe une extension de corps F/k telle que Ar est d’indice 2, il

(@)

est loisible de supposer que A est d’indice 2. Si k est de caractéristique nulle,
il s’agit alors du lemme de Kneser. Si k est de caractéristique p > 0, on
va utiliser la méthode de relevement en caractéristique nulle au moyen d’un
anneau de Cohen O de corps de fractions K tel que O/pO = k. Le k-groupe
G = Spin(A, o, f) est une k-forme du groupe spécial orthogonal déployé
Spin,,,. Comme Aut(Spin,, ) = PSO2, x Z/2Z est lisse, le lemme de Hensel
cohomologique [60, XXIV.8.1] produit une O-forme & de Spin,, telle que
® xpo k = G. Calmes et Fasel ont étendu sur une base arbitraire la notion
de paire quadratique si bien que & = Spin(A®, o, f¥) ot A* désigne une
O-algébre d’ Azumaya de degré 2n munie d’une O-paire quadratique (0%, f¥)
[33, 8.4.0.63]. On peut supposer que (A, o, f) est la réduction modulo p de
(A%, 0%, f%). De plus, suivant le §4.4 de loc. cit., on dispose des O-schémas
en groupes lisses OT (A%, 0%, f%), O(A?, 0%, f%) qui s’insérent dans une suite
exacte de O-schémas en groupes

1 > 0T (A%, ot ) > 0(A%, o, 5 5 222 — 1.
On considere le diagramme commutatif

O(A%, 0%, FE)(K) X~ 727

T I

O(A, 0%, f5)(0) 22~ 127)22

| |-

0(A, o, (k) —2 = 17/2Z.

Comme Br(0O) s’injecte dans Br(K), il suit que AJIQ n’est pas déployée et
le cas de caractéristique nulle indique que g est triviale et a fortiori 7o
également. Le lemme de Hensel indique que la réduction modulo p, i.e.
O(A%, 0%, f5)(0) — O(A, o, f)(k), est surjective. Le diagramme permet de
conclure que 7y est trivial.

On écrit A = M, (D) avec D a division. D’apres (1), 1 € Z/2Z s’applique sur
une classe non triviale y € H'(k, SU(V, h)). Si 8(y) = 0, alors y provient
d’un G-torseur X et on a yi(x) = 1, donc SU(V, h)(k(X)) = U(V, h)(k(X)).
Mais D ®y k(X) est a division [143, 5.2], ce qui contredit (1). Ceci montre que
0 # 6(y) € 2Br(k). Or apres extension au corps de fonctions de la variété Y de
Severi-Brauer de D, on a yxyy = 1, d’ou §(y) € ker(zBr(k) — 2Br(k(Y))).
Le théoreme d’ Amitsur [86, §5.4] permet de conclure que 5(y) = [D]. [ |

On va maintenant considérer des invariants cohomologiques a la maniere de

Bartels [9] par rapport a un relevé hermitien (&, f) d’une paire quadratique (o, f)
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sur A = Endp(V). On a l'interprétation G = Spin(h), U(h, f) = O(A, o). Soit
maintenant (V/, &', f') une seconde paire avec V' de méme dimension que V. Elle
définit une classe [(V', k', f)] € H'(k,U(h, f)). Son image dans H'(k, Z/2Z)
est appelé le discriminant relatif discy, (k).

Nous allons vérifier que le discriminant est additif pour les sommes orthogonales.
On suppose que (h, f) = (h1, f1) L (h2, f2). On a un plongement p
U(hy, f1) x U(ha, f2) < U(hy L ho, f1 L f2) = U(h, f); il donne lieu a

ps : H' (k, Uhy, f1)) x H'(k, U(ha, f2)) — H'(k, U(h, f)).

Ceci est I’interprétation cohomologique de la somme orthogonale de paires hermi-
tiennes. Nous affirmons que le diagramme suivant est commutatif

() Uhi, fi) x Ulha, fo) ——=U(h, f)

|

722 & 1)27 —=—>7)2Z.

11 suffit en effet de le vérifier dans le cas déployé ce qui est bien connu [113, IV.6.5].
Ceci entraine 1’additivité du discriminant relatif, i.e.

discn, py (R} L Ry, fi L f3) =discqn,. gy (R, f7) discny, fy) (RS, f3)-

On suppose maintenant que discy (k") est trivial, alors la classe [(V',/, )] €
H'(k,U(h, f)). définit un élément [y] e H'(k,SU, )/(Z/2Z)
H'(k,U(h, f)). Le Lemme 7.4.5.(2) montre que le bord § : H'(k, SU(h, f)) —
Hépf(k, 2) donne lieu a un invariant

H'(k, SUh))/(Z/2Z) — Higpi(k, 12)/Z.[ D).

On peut donc définir I'invariant de Clifford relatif Cl, r) W, fH = 8y) €
Hf%pf(k, W2)/Z.[D]. En utilisant un autre diagramme, on établit que 1’invariant de
Clifford relatif est additif, voir [11, §2.2]. Dans le cas de dimension paire, pour
avoir une classification “absolue”, on prend comme origine la forme hyperbolique.
Cet invariant absolu est noté traditionnellement e. Ainsi on dispose du discriminant
d’un relevé hermitien d’une paire quadratique de son invariant de Clifford. De plus,
ces invariants ne dépendent que de la paire quadratique si bien que 1’on dispose ainsi
du discriminant d’une paire quadratique de son invariant e;.

Nous allons rappeler comment la définition de I'invariant de Clifford absolu se
généralise en dimension arbitraire de la facon suivante [15, §5.1]. On se donne une
paire hermitienne (k, f) sur A = Endp (V) (de degré 2n) de discriminant trivial.
L algebre de Clifford C(A, oy, f) se décompose en un produit C* (A, op, f) x
C™ (A, oy, f) d’algebres simples centrales [115, th. 8.10]. La relation fondamentale
(ibid, 9.12) [A] = [CT (A, 0on, f)] — [C™ (A, on, f)] € Br(k) permet de poser
ex(h, f) = ex(A, an, f) = [CT(A, o4, )] € Br(k) /Z.[ Al
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Lemme 7.4.6 (Généralisation de [11, Lemmas 2.1.3, 2.1.4])

(1) Si (h, f) est hyperbolique, alors ez(h, f) = 0.
(2) Si(h, f) et (I, f') sont des paires hermitiennes de méme rang et de discrimi-
nant trivial, on a la relation ex(h', f') = ea(h, f) + Clg, p (0, f)).

Démonstration Soit X la variété de Severi-Brauer de A, on se donne un isomor-
phisme A ®x k(X) = My, (k(X)). Alors (h, f) définit une paire quadratique
(H, F). sur k(X)* de discriminant trivial. Le théoréme d’Amitsur [86, §5.4]
énonce que le morphisme Br(k)/Z.[A] — Br(k(X)) est injectif. En étendant les
scalaires a k(X), on est ainsi ramené au cas des formes quadratiques. On peut donc
supposer que I’on travaille avec une paire quadratique (o, f;) associée a une forme
quadratique réguliere ¢ de dimension 2n et de discriminant trivial. Dans ce cas on
aCT(A, o f) = Car (¢), i.e. une composante de 1’algebre de Clifford paire de ¢.
En vertu de [63, 13.9], C(;“ (g) est Brauer équivalente a 1’algebre de Clifford C(g) et
e2(q) est I'invariant de Clifford de g tel que défini dans ibid, §14. Ainsi I’invariant
e est additif [63, th. 14.3] et ne dépend que de la classe de similitude.

(1) Si g est hyperbolique, alors C(q) est déployée [113, IV.2.1.1] et on a donc
ex(g) = 0.

(2) Si g’ estune autre forme quadratique de dimension 2n et de discriminant trivial,
on doit montrer que e2(q") = e2(q) + Cly(q").

Premier cas: q est hyperbolique. Nous renvoyons a [113], diagramme avant
IV.8.2.2.
Cas général. On a

ex(q) =eq' L —q)+ex(q)  [additivité de e3]
=Cly14(q" L —q) +ex(q) [premier cas]

=Cly(g) +ex(g)  [additivité de ClI]. .

La version du théoreme de simplification de Witt dans ce cadre est la suivante.

Théoreme 7.4.7 Soit (A;,oi, fi)i=12.3 des paires quadratiques avec A; =
Endp(V;). Soit (h;, fi) un relevement hermitien de (o;, f;) par rapport a
(D,0) pour i = 1,2,3. Si les relevements hermitiens (hy, f1) L (h3, f3),
(ha, f2) L (h3, f3) sont isométriques, alors (hy, f1) est isométrique a (ha, f2).

Démonstration Quitte a remplacer (h3, f3) par la paire hyperbolique (h3, f3) L
(—h3, f3), il est loisible de supposer que (h3, f3) est hyperbolique. Les D-
espaces vectoriels Vi et V2 ont méme dimension. On note y = [(h2, f2)] €
H'(k, U(hy, f1) et n = [(h3, f3)] € H'(k, U(hs, f3)) la classe triviale. On
dispose d’un plongement p : U(hy, f1) x U(hs, f3) — U1 L k3, fi L f3);
il donne lieu a

pi : H'(k, U(hy, f1)) x H'(k, U(hs, f3)) — H'(k, U(hy L h3, fi L f3)).
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Cette construction est la somme orthogonale. En termes cohomologiques, 1’hy-
pothese revient a dire que p.(y x n) = 1. Ceci étant, 1’additivité du dis-
criminant relatif implique que disc(,, ,)(h2, f2) = 0. Ainsi y provient d’une
classe yy € H Lk, SU(h1, f1)). De méme n = 1 provient de la classe triviale
nw = 1 € H'(k,SU(h3, f3)). On considere 1’image ¢x de yy x nmy dans
H'(k,SU(h1 L h3, fi L f3)). Son image dans H'(k, U(hy L h3, fi L f3)) est
triviale donc elle provient du bord Z/2Z — H'(k,SU(h; L h3, fi L f3)). Deux
pages en amont, on a considéré le diagramme (x); celui-ci induit le diagramme
commutatif

U(hy, f1)(k) x U(hs, f3)(k) UG Lhs, fi L f3)k)

7/22.& 7/27 X 7/22

H'(k,SU(h1, f1)) x H'(k, SU(h3, f3)) —=H'(k, SU(h1 L h3, fi L f3))

Ui, fi) x Uhs, f3) ———=H' (k. U(hy L hs. fi L f3))

dont les verticales sont des suites exactes d’ensembles pointés. Ce diagramme
montre que 1’on peut modifier le cas échéant la classe y; de sorte que &3 = 1.

On écrit (V3,h3) = H(W3). Nous allons utiliser que le k-sous-groupe
P C SU(h1 @ h3) qui stabilise W3 est un k-sous-groupe parabolique admettant
le sous-groupe de Levi L = SU(h1) x GLp(W3). Ce fait sera vérifié a la
fin. Le théoréme de Borel-Tits (§2.2.3) montre que 1’application H Lk, L) —
H'(k,SU(h; L h3)) est injective et il en est de méme de H'!(k,SU(h;)) —
H 1(k, SU(h; L h3)). Comme y; appartient a ce noyau, cette classe est triviale
et il suit que y = 1. On conclut que Ay est isométrique a h;.

Il reste a vérifier I’assertion sur le couple (P, L). Il est commode d’étendre les
scalaires & une cléture séparable k” de k déployant D de sorte que I’on se retrouve
dans le cas des formes quadratiques hyperboliques. De fagon plus précise, on pose
V! =V; & k' et Wy = W3 ®x ks. Alors h; définit une forme quadratique réguliére
g} sur W/ de sorte que U(h; )i = O(g;). Alors P’ = Py est le stabilisateur du sous-
espace totalement isotrope Wé qui est de dimension dn3 ol nz = dimp(W3). On sait
alors que P’ est un k’-sous-groupe parabolique de SO(g; L ¢3) [52, th. 3.9.(i)]. De
plus, L = SO(g}) x GL(W}) ce qui définit un scindage du morphisme de restriction
¥ 1 P' — GL(Wj), g = gw;. Ainsi P’ = ker(y) x GL(W}) et ker(y/) est lisse et
connexe.

On a V{ = W & W3* , donc chaque élément g € ker(y) (k') agit trivialement
sur W} et partant sur V3. Ainsi ker(y) stabilise V| = (V_Q)’)J-, ce qui définit un
morphisme v/’ : ker(yy) — SO(g{) qui est scindé. Ainsi P’ = ker(y/') (SO(qi) X
GL(W?:)) avec ker(y') lisse, unipotent et connexe. On conclut que L’ est un sous-
groupe de Levi de P'. [ |
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Remarque 7.4.8 On aurait pu procéder différemment en différentiant le cas de
caractéristique # 2 et celui de caractéristique 2. En caractéristique # 2, il
s’agit du théoréeme de simplification pour les formes hermitiennes [113, 1.6.3.4].
En caractéristique 2, une facon de faire serait d’utiliser un dictionnaire entre
relevements hermitiens et formes quadratiques (généralisées) [64] pour lesquelles
on dispose d’un théoréme de simplification par rapport aux formes hyperboliques
[156, cor. 9.2, p. 268].

7.4.2 Classification

Notre but est d““établir le:

Théoreme 7.4.9 On suppose que scdy(k) < 2. Soit G un groupe semi-simple
simplement connexe de type Dy, (n > 4). Ona H'(k, G) = 1.

Dans cette généralité, ce résultat est di a Berhuy, Frings et Tignol qui en
ont donné une preuve en caractéristique libre. Nous allons procéder un peu
différemment avec la notion de relevement hermitien de formes quadratiques.

Proposition 7.4.10 On suppose que scdy(k) < 2. Soient (V, h, f) et (V, k', ')
des relevements de paires quadratiques ou V désigne un D-espace vectoriel de
dimension r avec rd = 2n. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) (h, f) et (K, f) sont isométriques;
(ii) diSC(h,f)(h/, f/) est trivial et Cl(hﬁf) (h/, f/) =0¢€ Hz(k, w2)/Z.D].
On commence par établir le Théoréme 7.4.9 a partir de la Proposition 7.4.10.

Démonstration On a G = Spin(V, h, f) ou (V,h, f) est un relevement d’une
paire quadratique relative & une k-algebre simple centrale a division D munie d’une
involution 8 de premiere espece (comme ci-dessus).

Sid = 1, alors G = Spin(g) pour une forme quadratique, le résultat est le
Théoréme 7.1.12. On peut donc supposer que d > 2. Soit [z] € H'(k, G) et
notons (V, 1/, f’) le tordu par z du relevement hermitien (V, h, f). Elle satisfait
discn, py (W', f) = 1 et Clg, (W', f') = 0 donc (1, f') est isométrique a (h, f)
en vertu de la Proposition 7.4.10. On dispose des deux suites exactes

1= us— G =Spin(V, h, £) > SUV, h, f) - 1
et
1= SU(V, h, f) > UV, h, f) > Z)2Z — 1.
Le composé

H'(k, Spin(V, h, f)) — H'(k,SU(V, h, f)) = H'(k, UV, h, f))
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applique [z] sur 1 et il suit que p4l[z] € ker(Hl(k, SUWV,h, f) —
H'(k, U(V, h, f))). Ceci étant, le composé

Z/2Z — H'(k,SU(V, h, [)) > HE (k. u2)

applique 1 sur [D] # 0 (Lemme 7.4.5.(2)). Comme §(p«[z]) = O il vient
p«lzl =1¢€ Hl(k, SU(V, h, f)),d’ou finalement [z] = 1 € Hl(k, G) en vertu de
la Proposition 5.4.1. |

On procede maintenant a la démonstration de la Proposition 7.4.10.

Démonstration L implication (i) = (ii) est triviale. On va montrer la réciproque
par récurrence sur d = 2¢ > 1 en tenant compte du Théoréeme 7.4.9 aussi dans
la récurrence et du cas des formes quadratiques qui est le cas d = 1. On sait que
D est un produit tensoriel d’algebres de quaternions (Th. 7.1.5) donc il existe une
extension quadratique étale L/k de corps qui se plonge dans D. En particulier, Dy,
est d’indice 2°~!. On note o la conjugaison sur L. Soit donc (', f’) une paire
hermitienne satisfaisant (ii).

Premier cas: (h, f) est hyperbolique. On veut montrer que (', f’) est hyperbo-

lique. Le théoréme d’injectivité de Bayer-Fluckiger/Lenstra [10] ([15, th. 1.14]
en caractéristique libre) permet de supposer que k est 2-spécial ce qui implique
que scd(k) < 2. On note r = 2r¢ le rang de A, alors G est de type quasi-déployé
lDdrO.
Nos hypothéses impliquent que (V, 7, f') est isométrique a un tordu de
(V, h, f) par un 1-cocycle z a valeurs dans G = Spin(V, h, f). Par récurrence,
ona H'(L,G) = 1,donc [z] € H'(L/k, G). Le k-groupe G est isotrope et ad-
met un k-sous-groupe parabolique de type Dy, \ {@4r,} suivant le Lemme 7.4.3.
Le Lemme 3.2.8 permet de choisir un L-parabolique P de G de type
Dy \ {aary} tel que le k-groupe M = P N o(P) soit un L-Levi de P.
Alors I’application HY(L/k,M) — HYWL/k,G) est surjective. Suivant
la Remarque 5.6.2.(c).(iv), la Proposition 5.6.1.(2) s’applique et ramene le
probleme 2 vérifier que H!(k, DM) = 1. Comme un tel k-groupe est semi-
simple simplement connexe de type quasi-déployé 2Ad,0,1, cette annulation
est vérifiée (Th.7.3.2). Ceci montre que [z] = 1. On conclut que (&', f') est
hyperbolique.

Cas général. Les conditions disci,, py(h', f') = 1 et Clg p((h', f') = 0
impliquent que (%', f”) est isométrique au tordu de & par un 1-cocycle z a valeurs
dans G. Notant X le G-torseur associé a z, on a que (h, fkx) et (h', i
sont isométriques. On considere les relevements hermitiens (H', F') = (h, f) L
(—H,f)et (H,F) = (h, f) L (—h, f), celles-ci deviennent isométriques
sur k(X). Par suite disc(y, r(H', F') appartient au noyau de H'(k, Z/2Z) —
H'(k(X),Z/2Z) donc est trivial puisque k(X) est une extension réguliere de

k. De méme la classe Cly r)(H’, F') appartient au noyau ker<2Br(k) —

2Br(k(X))>/Z.[D]. Comme Br(k) s’injecte dans Br(k(X)), on en déduit que
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Clig.ry(H', F') = 0. Or le relevement hermitien (H, F) est hyperbolique,
le premier cas montre que (H', F') = (h, f) L (—Hh', f/) est hyperbolique,
donc isomorphe a (h, f) L (—h, f). En appliquant la simplification de Witt
(Théoréme 7.4.7), on conclut que (i, ) = (', f). |

Remarque 7.4.11 Si1’on suppose I’hypothese plus forte scd(k) < 2, la démonstra-
tion ne nécessite pas le théoreme de Bayer-Fluckiger/Lenstra [10].

En tenant compte du Lemme 7.4.6, la Proposition 7.4.10 donne lieu a la
classification suivante.

Corollaire 7.4.12 On se place sous les hypotheéses de la Proposition 7.4.10. Soit
A = Endy (D) de degré 2n > 2. Les paires quadratiques sur A de discriminant
trivial sont classifiées par leur invariant de Clifford e;.

Remarque 7.4.13 Pour une version plus générale en termes d’algebres de Clifford,
voir [15, Cor 5.3].

7.4.3 Produit tensoriel

Soient A une k-algebre simple centrale de degré pair munie d’une paire quadratique
(o, f) et (B, 1) une k-algebre munie d’une involution de premiere espece. On
sait que le produit tensoriel (A ®; B, o ® t) est munie d’une paire quadratique
(A ®k B,o ® 1, f;) uniquement déterminée par la propriété suivante [115, 5.18]:

Je(s @ 1) = f(s) Trdp (1)

pour s € Sym(A, o) ett € Sym(B, t).

Lemme 7.4.14 On suppose que B = Moy, (k) et que T est adjointe a une forme
bilinéaire diagonale réguliere (b1, . .., bayy) avec 2m > 2. Alors (AQy B, 0 ®71, f4)
a un discriminant trivial et son invariant de Clifford vaut

[x.b) € Br(k)/Z.[A]

o x € H'(k, Z/2Z) désigne le discriminant de (A, o, f) etb = (by .. .bay)".

Démonstration On utilise une fois de plus I’astuce d’étendre les scalaires au corps
K = k(X) ou X désigne la variété de Severi-Brauer de A. Cela permet de supposer
que la paire (o, f) est adjointe a une forme quadratique réguliere ¢ (comme dans
I’Exemple 7.4.1). Dans ce cas, (0 ® 7, f) est adjointe a la forme quadratique

q ® (b1, ...,byy) [115, 5.19]. L’invariant de Arf de cette forme est trivial et son
invariant de Clifford se calcule modulo I;’ (k). En effet, on a ¢ = ny modulo I, (k),
d’ott g ® (b1, ...,ban) = ny(l,b) modulo I;’ (k). Cet invariant vaut donc bien
[x,D). |
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Remarque 7.4.15 Pour (2), dans le cas de caractéristique # 2, on aurait pu utiliser
aussi un résultat de Tao [170, th. 1.1].

7.4.4 Cas ou D est une k-algebre de biquaternions

On suppose que D = Q1 ® Q> est une algebre a division de biquaternions munie
de I’involution de premiere espece 0 = 61 ® 6, produit tensoriel des involutions
canoniques des algeébres de quaternions respectives. Suivant [174, prop. 3.11], D est
munie d’une paire quadratique (6, fg) déterminée par la propriété fg(q1 ® g2) =0
pour tous g1 € Sym(Q1, 61), g2 € Sym(Q1, 62). En outre cette paire quadratique
est de discriminant trivial et un relevement hermitien est hg : D x D — D défini
par hg(d1, d2) = 6(d1)d>.

Proposition 7.4.16 On suppose que scda(k) < 2. Soient x € H'(k,Z/2Z) et b €
k.

(1) 1l existe une paire quadratique (D, o1, f1) de discriminant x.

(2) 1l existe une unique paire quadratique (M2(D), o2, f>) de discriminant trivial
et d’invariant de Clifford [ x, b).

(3) Soit (ha, f2) un relevé hermitien de (02, f2). Soit (h, f) un relevé hermitien
d’une paire quadratique sur (Endp (V), o, f) oi V est de dimensionr = 2rg >
2. Si (o, f) est de discriminant trivial et d’invariant de Clifford [x, b), alors
(h, f) est isométrigue & (ha, f>) L (Hp)o~1.

Démonstration

(1) Cas de caractéristique # 2. Dans ce cas x correspond a une classe (a) €
k*/(k*)?. Comme Nrd(D) = k*, on sait que (a) est le discriminant d’une
involution orthogonale o7 sur D [114, theorem page 282] (ou [145, Th. 2.1]).
Celle ci-définit fi.

Cas de caractéristique = 2. De facon surprenante, on n’utilise pas ici
I’hypothese de dimension cohomologique. L’existence de (o7, f1) est un cas
particulier d’un théoréme de Berhuy [13, th. 2 de I’erratum], voir aussi [174,
prop. 5.1].

(2) L’unicité a isomorphisme pres suit du Corollaire 7.4.12. Pour I’existence, on
écrit Ma(D) = D ® Mz(k) que I’on munit de I'involution 02 = 01 ® T,
ou ¢ est adjointe a la forme bilinéaire (1, —b). D’apres le Lemme 7.4.14, la
paire quadratique (02, fx) est de discriminant trivial et d’invariant de Clifford
[x.b) € Br(k)/Z.[A]. |
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Notes

Le théoreme de Sivatski présenté ici se trouve dans I’article de Kahn [105] ou
il est attribué a Merkurjev. En fait, ce résultat est issu de la these de Sivatski et
notre contribution a été de I’étendre au cas de caractéristique 2. Ceci a été fait
indépendamment par Barry/Chapman [8, §4]. Par ailleurs, sous les conditions du
théoreme de Sivatski, Barry a montré qu’étant donnés une k-algebre simple centrale
a division D de période 2 et un élement d € D satisfaisant d> € k, alors d se plonge
dans une sous-algebre de quaternions de D [7, prop. 3.2].

Notre approche pour les groupes classiques s’appuie fortement sur la démonstra-
tion originelle de Bayer-Fluckiger/Parimala et sur son raffinement en caractéristique
libre de Bérhuy-Frings-Tignol. Ceci étant, nous avons privilégié des techniques
de cohomologie galoisienne qui se sont substituées a la chimie des involutions
(notamment les algebres de Clifford) et aux divers groupes de Witt.

Enfin, il serait intéressant d’établir une classification plus précise des formes
(anti)-hermitiennes sur une algebre a involution.



Chapitre 8 m)
Groupes exceptionnels Shethie

Le point culminant de ce chapitre est I’étude de la conjecture II pour les groupes
de type E7. On produit aussi une liste de résultats partiels pour les groupes de type
exceptionnel de type D4, E¢ et Eg. Rappelons que le cas des groupes de type G2 et
F4 a été traité au chapitre précédent, voir le Corollaire 6.0.3.

8.1 Cas trialitaire

On note G le groupe algébrique semi-simple simplement connexe déployé de type
D4. On a une suite exacte (scindée)

1 — Go,ga = Aut(Go) — S3 — 1,

d’oti un invariant Cub : H'(k, Aut(Go)) — H'(k,S3). Vu que I’ensemble
H'(k, Aut(Go)) classifie les k-formes de type Gg (i.e. les groupes semi-simples
simplement connexe de type Dy4) et que H'(k, S3) classifie les extensions cubiques
étales, on voit que I’on peut associer a une k-forme G de G une classe d’isomor-
phisme d’algebre étale cubique L/ k. En étant plus précis [82, §8.1], on associe a G
le S3-torseur G 44 \Isom(Go, G), c’est-a-dire une extension étale cubique de k. De

plus, on dispose d’un isomorphisme g = Ri/k(MZ)-
La suite exacte 1 — Ri/k(uz) — Rp/ir(u2) — p2 — 1 donne lieu a une suite
exacte

Cores

HE (L, o) ——> Hyyp(k, ju3) — Hig ek, ) — Hiyoo(L, p3)

Cores
—— Higpe(k, 13)

© Springer Nature Switzerland AG 2019 121
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en vertu du lemme de Shapiro. Comme [L : k] = 3, la corestriction est surjective,
d’ou des isomorphismes

) HAk ) —> ker(Hiy(L, u2) > Hiy(k, 1))
i ker(zBr(L) N 2Br(k)).
L’image de la classe de Tits ¢t dans Br(L) est la classe d’une L-algebre simple

centrale de degré 8 et de période 2 appelée 1’algebre d’Allen de G (ou encore
I’algebre de Tits de G).

8.1.1 Quaternions et trialité

Lemme 8.1.1 Soient L/k une extension cubique étale et G un k-groupe quasi-
déployé semi-simple simplement connexe d’invariant cubique [L]. On note u le
centre de G et M un k-sous-groupe de Levi d’un k-sous-groupe parabolique P de

G de type {1, 3,4}, i.e.
aq
=t
a4

(1) On a une suite exacte 1 — G, — M/ — Rp;k(PGLy) — 1. Elle s’insére
dans le diagramme commutatif a lignes exactes

I ——Rp/k(n2)— Rk (SLp) — Ry )k (PGLy) —— 1

T

1 M2 Rp/k(SLa)/st——Rp/k(PGLy) —— 1
| | |
1 G M/ Rk (PGLy) — 1.

(2) Lapplication H'(k, M/p) — H'(k, R jx(PGL2)) = H'(L,PGLy) est
injective et son image consiste en les classes de L-algébres de quaternions [ Q]
satisfaisant Corest ([Q]) = 0 € Br(k).

(3) L’application H'(k, M/p) — Hf%pf(k, 1) —> Ker(:Br(L) — 2Br(k)) est
injective et son image consiste en les classes de L-algébres de quaternions [ Q]
satisfaisant Corest ([Q]) = 0 € Br(k).

Démonstration

(1) Le k-groupe M vient avec un k-tore maximal 7" isomorphe & Rz /x(Gp) X G-

~

Ainsi on a un isomorphisme M = DM x G, et DM est simplement
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connexe de type A%. En d’autres mots, on a une suite exacte (scindée)
1 - Rp/x(SLp) > M - G, — 1.Onapu C Metle point1 est que
# C Rp/k(u2) C DM. On a donc un diagramme commutatif

1 1
1 H2 Gm Gm 1
i?
1 ——=Ry/k(SLy) /10 M/u Gy, 1.

Rp/k(PGL2) — Ry /1 (PGL,)

Ce diagramme donne lieu a la suite exacte désirée 1| — G,, — M/u —
Rp/x(PGL2) — 1 qui s’insere dans le diagramme de I’énoncé.
(2) 1l vient une suite exacte d’ensembles pointés

H'(k, M/u) — H'(k, R/x(PGLy)) 2 Br(h).

L'ensemble H'(k, Ry /k(PGL2)) - H I(L,PGL,) classifie les L-algebres
de quaternions. Le diagramme commutatif du (1) montre la commutativité du
diagramme

H' (L, PGL2) —————— Hig (L, 12)

| IT

H'(k, Rp./k(PGL2)) —— Hy ik, Ry /k(142))

iz lNuk

H'(k, Rpji(PGLy)) — = HY (k. Gyy) = Br(k)

ot la fleche horizontale du haut est le bord H'(L, PGL,) — Hépf(L, nu2)
associé a la suite exacte 1 — u» — SLo» — PGL, — 1.

La classe d’une L-algébre de quaternions [Q] € H'(L,PGLy) s’applique
donc suivant 9 sur Cores,f([Q]) € Br(k). Ceci montre que I’image de

IC’est un petit calcul de racines; noter que le cas ot L/k est un corps est évident puisque on a
alors f1(k) = 0.
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H 1(k, M /) dans H I(L, PGL;) est bien identifiée. Par ailleurs, vu que G,

est central dans M/u et que Hl(k, G,) = 1, la fleche Hl(k, M) —
Hl(k, Rp/k(PGLy)) est injective [159, 1.5.7, prop. 42].
(3) C’est un corollaire immédiat du (2). [ |

On généralise en caractéristique libre le résultat suivant de Garibaldi [67] établi
originellement en caractéristique # 2.

Proposition 8.1.2 Soient L/ k une extension cubique étale et ter%pf(k, Ri/k(uz)).
On suppose que l'image de t dans Br(L) par I’application (x) consiste en des
algébres d’indice < 2. Alors il existe une unique k-forme G' de G satisfaisant les
conditions suivantes:

(i) G est de « discriminant cubique » [L] € Hl(k, S3)ettg =t.
(ii) G' admet un k-sous-groupe parabolique de type {1, 3, 4}.

En outre, si L est un corps et t # 0, alors G est de k-rang 1.

Démonstration On note G? un k-groupe quasi-déployé de type D4 d’invariant
cubique [L]. On note M un k-groupe de Levi du k-groupe parabolique de G? de
type {1, 3, 4}. Le diagramme commutatif

1 " M M/ 1
L)
1 u G4 Gl 1

donne lieu au diagramme commutatif de bords

d
H' (k, M/p) —— HE, (k. 1)

| ]

P 0,
H'\(k, Gl ) —= HE (k. )

D’apres le Lemme 8.1.1.(3), ¢ appartient a I'image de 9. Ainsi il existe [z] €
H'(k, M /1) d’image ¢ suivant 3. Alors la classe de Tits du k-groupe tordu ,G¢
est 7 (§2.2.4) et ;G? admet par construction un k-sous-groupe parabolique de type
{1, 3, 4}. Ceci montre I’existence.

Pour I"unicité, on se donne deux k-formes intérieures G, G’ de G? ayant méme
classe de Tits et admettant un k-sous-groupe parabolique de type {1, 3, 4}. D apres
Witt-Tits [175, prop. 4], on peut supposer que G = ;G et G' = ,G? ou [z], [Z]
sont des classes de H'(k, M/u). La compatibilité ci-dessus indique que 9([z]) =
(7)) € Hépf(k, w). Comme H'(k, M /1) s’injecte dans Hf%pf(k, 1) en vertu du
Lemme 8.1.1, on conclut que [z] = [Z] € H'(k, M/p) et donc que G et G’ sont
k-isomorphes.

On suppose maintenant que L est un corps et ¢ # 0, en particulier G' n’est pas
quasi-déployé. Comme G’ est de k-rang > 1, les tables nous rameénent a exclure
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le cas G' de rang 2, c’est-a-dire le cas quasi-déployé. On conclut que G’ est de
k-rang 1. |

On se propose de généraliser a la caractéristique 2 le fait suivant.

Proposition 8.1.3 ([115, prop. 43.91) Soient L/ k une extension cubique étale et Q
une L-algebre de quaternions. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) Coresk([Q]) = 0 € Br(k).
(ii) Il existe x € Hl(k, Z/27) et c € L™ tels que [Q] = xr U (¢) € Br(L) et
Nps(c) = 1.

Démonstration On peut supposer bien siir le cas échéant que Q n’est pas déployée
et en particulier que k est infini.

(ii) = (i). Cela suit de la formule de projection.

(i) = (iii). Soit Q une L-algebre de quaternions. Pour établir la réciproque,
nous allons distinguer plusieurs cas et montrer tout d’abord qu’il existe un caractere
x € H'(k, Z/2Z) tel que que L, = L ®y ky déploie Q.

Dans ce but, on considere le plongement de Segre P,i X Pi — Pz, ([x1 :
y1l, [x2, ¥21) = [x1x2 @ y1y2 @ x1y2 : y1x2] dont I’'image est la quadrique projective
d’équation XY = ZT. Le groupe algébrique H = (PGL; x PGLy) x Z/2Z agit sur
le plongement via le plongement naturel (PGL; x PGL,) % Z/2Z — PGL4.

L =k’ x k: Ici k' est une extension quadratique étale. Ona Q = Q' x Q3 ol Q’ est
une k’-algébre de quaternions et Q¢ une k-algebre de quaternions.

On considere le H-torseur E = Isom(M»(k%), Q'). En tordant le plongement de
Segre par E, on obtient un plongement

Ru/k(SB(Q)) — EP’.

Ainsi FP? est la variété de Severi-Brauer d’une algebre B de dimension 4 et nous
affirmons que B = Cores’,i,(Q/ ) ol Cores’,i,(Q/ ) désigne la corestriction pour les
algebres simples centrales [173].

Sikl =k xk,alors Q' = Q1 x Qret B =01 x Oy = Coresf(Q’). Si k’
est un corps, on note ¢ : k' — k' la conjugaison; d’aprés le cas précédent, on a
By = Q' ® ? Q et B correspond aux point fixes sous o pour ’action o (q1 ® ¢2) =
o0 (g2) ® 0(q1). Ainsi par définition de la corestriction,on a B = Coresf(Q’ ).

Notre hypothese est que B est isomorphe a M>(Q3) et en particulier n’est
pas a division. Cela signifie que la variété SB,(B) des idéaux a droite de A de
dimension 8 a un point rationnel. Or géométriquement, SB>(B) est isomorphe a la
grassmanienne Grg. Ainsi un point y € SB»(B)(k) donne naissance a un hyperplan
Py de X. D’apres le théoréme de Bertini [103, cor. 6.11], pour un point y € Y (k)
général, P, intersecte Ry /k(SB(Q/ )) en une courbe lisse C. Cette courbe est de
genre 0, elle admet donc un point rationnel dans une extension étale quadratique F
de k. Par suite, Q' est déployée par I’extension k¥’ ®; F et on conclut que Q est
déployée par I’extension L ®y F'.
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L est un corps. Dans le cas de caractéristique # 2, on renvoie a [115, prop. 43.9].
Nous supposons désormais que k est de caractéristique 2 et nous allons utiliser
un argument de releévement en caractéristique nulle. On note O un anneau de
Cohen de k, c’est-a-dire un anneau complet de valuation discrete d’uniformisante
p de corps résiduel k et de corps des fractions K de caractéristique nulle [27,
IX.2.3, prop. 5]. Alors I’extension séparable L/ k se releéve en une extension étale
Oy de O, ie. Oy /pOy est k-isomorphe a L. De facon plus précise, il existe
une extension cubique étale non ramifiée M de K telle que Oy est ’anneau
de valuation pour I'unique valuation p-adique sur M prolongeant v. D’apres
le lemme de Hensel [60, XXIV.8.1], la spécialisation H I(OM,PGLQ) —
H'(L,PGL,) est un isomorphisme. En particulier, la L-algébre de quaternions
Q (supposée non déployée) se releve en une Oys-algebre de quaternions 2.
D’aprés le cas de caractéristique # 2, il existe une extension quadratique K’
de K telle que 2y ®k K’ est déployée. On note O’ I’anneau de valuation de
K’ et k' le corps résiduel de O’. On considére le Oys-schéma de Sevri-Brauer
SB(2). Ce Op-schéma est projectif et SB(2)(M ®k K') # @. Par suite,
SB(2)(Oy ®p O') # # d’ot SB(Q)(L ®¢ k') # #. Ainsi Q est déployée
par I’extension quadratique k’/ k. Comme Q est non déployée, on a [k : k] = 2.
Si k' est séparable sur k, cette étape est finie. On se concentre donc sur le cas
k' = k(/b) avec b € k*. Comme L(/D) déploie Q, on sait qu’il existe
un caractere § € H'(L,Z/27) satisfaisant [Q] = 6 U (b) (Hochschild, [86,
th. 9.1.1]). En d’autres mots, il existe a € L tel que ng = (1,b) ® [1,a].
Nous prétendons que Q est déployée par I’extension quadratique séparable
L =k[1]/(t>* +1t + D).

Ayant en téte le critere 7.1.1, on étudie I’isotropie de la forme quadratique non
dégénérée
¢=ng L[1,b]=(1,b) L[1,b]

La forme ¢ contient comme sous-forme (1, b)[1, b]. Cette forme contient un sous-

espace totalement isotrope de dimension > 2, donc I’indice de Witt de ¢ est > 2 [63,

prop. 8.11]. Le critére 7.1.1 montre ainsi que Q est déployée par L[t]/(t> +t + b).
On donc trouvé dans tous les cas un caractere y € H'(k,Z/2Z) tel que

Ly = L ® ky déploie Q. On considere la suite exacte de L-groupes 1 — up —
Rp, /L (u2) = pz — 1. Elle induit une suite exacte

~ X U
L*JL*? — Hyo(L, w2) = Higpy(L, p2) — Higo(Ly, 112)

Ainsi, il existe ¢ € L* tel que [Q] = xr U (¢) € Br(L). Suivant la formule de
projection, on a

0 = Coresf ([Q]) = Coresf (x U (¢)) = x U (NL/k(c)) € Br(k).

Par suite, Np/x(c) € N, /k(k;((). Comme 2 et 3 sont premiers entre eux, il existe
e L* telque [Q] = x2 U (¢) = xL U (") et Npyr(c') = 1. [ |
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Remarque 8.1.4

(a) Dansle cas L = KoulL =k xk,il s’agit d’un résultat d’ Albert [115, Cor.
16.28, 16.29].

(b) Dans le cas quadratique, la démontration est une variante de celle de Tits [179].
Cette méthode a été développée par Krashen [117]. Il serait intéressant d’avoir
une démonstration du cas cubique en caractéristique libre, c’est-a-dire en évitant
le relevement en caractéristique nulle.

(c) Ce résultat ne s’étend pas au cas d’un nombre premier impair. En effet,
pour chaque premier p impair, Jacob et Wadsworth ont contruit un corps F,
des algebres simples centrales A, B de degré p n’ayant aucun sous-corps
commutatif maximal commun et tel que A ® B®/ est d’indice divisant p pour
tout entier j [100]. D’autres exemples sont dus a Karpenko [107, th. IL.1].

8.1.2 Application a la conjecture I1

Théoreéme 8.1.5 On suppose que scdy(k) < 2 et que scd3(k) < 2. Soit L/k une
extension de corps séparable cubique et soit G un k-groupe semi-simple simplement
connexe de type Dy. On suppose que G est d’invariant extérieur [L] € H'(k, $3) et
on note A la L-algebre d’Allen de G.

Siindz (A) | 2, alors H (k, G) = 1. En outre, si ind; (A) = 2, alors G est de
k-rang 1 et admet un k-sous-groupe parabolique de type {1, 3, 4}.

Démonstration On note L = L.k' une cloture galoisienne de L/k. On peut
supposer que A est d’indice 2. D’apres la Proposition 8.1.3,ona [A] = (x)U(c) ou
X est un caractere quadratique sur k. Notant £ /k 1’extension quadratique associée
a x, il suit que A est déployée par L.E. Par suite, Gg est quasi-déployé (d’apres
le Théoreme 6.0.1). On adapte alors la démonstration du cas trialitaire non cyclique
du Théoreme 6.0.1 que nous reprenons intégralement par précaution.

Le Lemme 3.2.8 montre qu’il existe un k-tore S de G dont le centralisateur
M = Cg(S) est tel que Mg est un E-sous-groupe parabolique de Gg de type
Dy \ {2}. Alors ME est de type 3A1, d’invariant de Tits [L] € Hl(k, S3). Le k-
groupe M est une extension de R};/k(Gm) par DM = Rp;k(SL1(Q)) ou Q est
une L-algebre de quaternions déployée par L.E. Par suite DM admet un k-tore
maximal T3 = RL/k(Ri_E/L(Gm)) Alors M admet le k-tore maximal T = Cy;(T3)

qui est une extension de R}E k(Gm) par T3. La suite exacte de k-tores 1| — T3 —
Rr E/k(Gim) — Rr/k(Gp) — 1 induit une suite exacte

Hom (R} (). R jx(G)) — Ext! (RE(Gu). T3 )

— Bxt!(RL 1 (G), Reg /(G-
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On a Hom(RL(Gn). RukGn)) = Hom(RL, ,(Gn).Gus) = 0
et le lemme de Shapiro montre que Extl(R}E/k(Gm),RL_E/k(Gm)) =
Extl(Gm,L_E,Gm,L,E) — 0, d’ol Ext1<R}5/k(Gm),T3> — 0. En particulier la

suiteexacte ]l > T3 > T — R]l5 / «(Gm) — 1estscindé€e et il en est donc de méme

du morphisme M — R}E/k(G’")' Ainsi la condition (a) de la Proposition 5.6.1.(1)
est satisfaite et il en est de méme de la condition (b). La Proposition 5.6.1.(1) montre
que Hl(E/k, G) = 1 et on conclut que H'(k,G) = 1.

On passe a l'isotropie. D’aprés la Proposition 8.1.2, G admet une forme
fortement intérieure G’ qui est isotrope de type {1, 3, 4}. Comme H!(k, G) = 1,
les k-groupes G, G’ sont isomorphes. On conclut que G est de k-rang 1 et admet un
k-sous-groupe parabolique de type {1, 3, 4}. |

8.2 Type Eg

On rappelle la numérotation de Bourkaki du diagramme de Dynkin

a2

R

o] o3 o4 o5 o

Il y a de nombreuses analogies entre les groupes de type Eg et les groupes
trialitaires ou les premiers 2 et 3 « échangent » leurs roles.

Si G désigne un k-groupe semi-simple simplement connexe de type Eg, son
centre (LG est isomorphe a R,l, / . (13) ot k'/ k désigne I’extension quadratique étale

«discriminant» de G. La suite exacte 1 — R,i,/k(m) — Riji(n3) — uz — 1
donne lieu a une suite exacte

Cores

HE (K, n3) —— Hgoo(k, p3) — Hg ook, i) — He oK', 13)

Cores 2

Comme [k’ : k] = 2, il vient des isomorphismes

(0)  HAK, 1) —> Ker(HE2(K 13) = Hiyy(k, 1))
= ker<3Br(k’) N 3Br(k)).
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8.2.1 Algebres de degré 3

Lemme 8.2.1 Soient k' / k une extension quadratique étale et G un k-groupe quasi-
déployé semi-simple simplement connexe de discriminant [k']. On note u le centre
de G et on note M un k-sous-groupe de Levi d’un k-sous-groupe parabolique P de
G de type {1, 3,5, 6}, i.e.

o) a4 o3 A

o—& . .

5 g

(1) On a une suite exacte 1 — Gy, — M/u — Ry (PGL3) — 1. Elle s’insere
dans le diagramme commutatif a lignes exactes

| —— Ry /i (2) — Ry 1 (SL3) —— Ryrj1 (PGL3) —— 1

T

1 U3 Rp/k(SL3)/ i ——= Rp/x(PGL3)——1
| | |
1 G, M/ Ry /k(PGL3)—— 1.

(2) Lapplication H'(k, M/pn) — H'(k, Ry;x(PGL3)) = H'(k',PGL3) est
injective et son image consiste en les classes de k’-algeébres simples centrales A
de degré 3 satisfaisant Coresﬁ ([A]) = 0 € Br(k).

(3) L’application H' (k, M/u) — Hf%pf(k, ) —> Ker(3Br(k') — 3Br(k)) est
injective et son image consiste en les classes de k'-algébres simples centrales A
de degré 3 satisfaisant Coresﬁ ([A]) = 0 € Br(k).

Démonstration Elle est analogue a la démonstration du Lemme 8.1.1. |

Proposition 8.2.2 Soit k' /k une extension quadratique étale et soit t € H?(k, 1)

o = R;,/k(p@). On suppose que tg s’applique par ’application (xx) sur des

algebres d’indices < 3. Alors il existe un unique k-groupe semi-simple simplement

connexe G' de type Eg¢ satisfaisant les conditions suivantes:
(i) G' est de discriminant [k'] ettg =1t € Hf%pf(k, ).
(ii) G' admet un k-sous-groupe parabolique de type {1, 3, 5, 6}.

En outre, sitg # 0, alors G est de k-rang 2.

Démonstration Elle est analogue a la démonstration de la Proposition 8.1.2. |
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Lemme 8.2.3 Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe. On note K [ k
son extension quadratique « discriminant » (correspondant a l’invariant ).

(1) Soient Hy, Hy des k-sous-groupes semi-simples de G de type Ay X Az X Aj.
Si Hy et Hy sont déployés, alors Hy et Hy sont G (k)-conjugués. En outre on a
des suites exactes 1 —- Hy — Ng(H;)) - S3 —> letl - H;/C(G) —
Aut(G, Hy) — S3 x Z)2Z — 1 o S3 (resp. Z/2Z) agit sur (A2)> par
permutation (resp. par automorphisme de diagramme sur chaque facteur Az).

(2) Soit H un k-sous-groupe de type Ay x Az x Ay de G. Alors il existe une

unique extension cubique étale L/k telle que H1 = RL/k(KSL3 Xk L)/,u
o XSL; désigne la k-forme quasi-déployée de SL3 associée a K oi
w = R}(/k(/“’) est plongé diagonalement dans le centre RL/k(R}<®kL/K(“3))

de RL/k(KSL3 Xk L).
(3) Si G est une forme intérieure, alors il existe une L-algebre simple centrale A
de degré 3 telle que H = RL/k(SLl(A))/,u.

Démonstration

(1) Sans perte de généralité, on peut supposer que Hy, H> contiennent un k-tore
maximal déployé commmun 7. On pose W = Ng(T)/T. Comme le systeéme
Es admet une unique classe de W-conjugaison de sous-systeme de type (A2)3,
il existe w € W tel que Y@ (H,,T) = ®(H,, T) dans @(G, T). Soit n,, €
NG (T)(k) un relevé de w. Alors @ ("*H{, T) = ®(H», T) et"vH; = H,.

Onnote Wi = Ng,(T)/T C W;onsaitque Nyw(Wi) = W1 x 83 = (S3)3 X
S3 [34, lemma 11]. Il suit que Ng(H1, T)/T = (S3)3 x S3. Or Ng(Hy) (k) est
engendré par H; (k), donc on a une suite exacte | - H; — Ng(H;) = S3 —
1. La seconde suite exacte s’obtient de la méme facon en tenant compte du fait
que Aut(Eg) = W(Es) x {£1}.

(2). On discute de fagon uniforme les deux cas dans un premier temps. On note
Gy le k-groupe de Chevalley simplement connexe de type Eg et Hy un k-sous-
groupe de type (A2)> contenant un k-tore maximal déployé Ty de Go. D’aprés
le (1), (G, H) est une k-forme de (Go, Hp) et est donc k-isomorphe au tordu
(:Go,zHop) par un 1-cocycle z a valeurs dans Aut(Go, Hp). On considere la
suite exacte | — Hy/C(Go) — Aut(Gy, Hp) 5 S3 x Z/2Z. — 1. Alors 1,z
définit un homomorphisme I'y, — S3 x Z/2Z, c’est-a-dire un couple (L, k2) ol
L (resp. k2) désigne une extension cubique (resp. quadratique) étale de k. On
observe que le composé Aut(Go, Hp) — Aut(Gg) — Autext(Go) = Z/2Z est
la projection de Aut(Go, Hy) sur Z/2Z, ce qui entraine que [k>] est I’invariant
xde G,d’oltky = K.Onadonc H? = RL/k(KSL3 xk L)/p ot XSL3 désigne
la k-forme quasi-déployée de SLj3 associée a K et u = R}(/k(;g) est plongé
diagonalement.

(3). Si G est une forme intérieure, on a donc K = k x k. Ainsi H est une forme
intérieure de Ry /k(SL3 Xk L) /. Par suite, il existe une L-algebre simple

centrale A de degré 3 telle que H = RL/k(SLl(A))/,u. n
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8.2.2 Application a la conjecture I1

Théoreme 8.2.4 On suppose que scda(k) < 2 et que scdz(k) < 2. Soit G un
k-groupe semi-simple simplement connexe de type Ec. On note K/k l’algebre
quadratique étale « discriminant » de G.

Sit =1t € Hf%pf(k, WG) consiste en des algébres d’indice < 3, alors G est

isomorphe & G' (défini dans la Proposition 8.2.2) et H' (k, G) = 1.

Démonstration Onposet = tg € H?(k, ig). Comme G et G' ont méme classe de
Tits, G est une forme fortement intérieure de G'. Pour montrer que G est isomorphe
a G', la caractérisation de la proposition précédente montre qu’il suffit de montrer
que G' admet un k-sous-groupe parabolique de type {1, 3, 5, 6}. Si ¢ = 0, alors G’
est quasi-déployé et le Corollaire 6.0.2 montre que G = G’ et que H'(k, G) = 1.
11 est donc loisible de supposer que ¢ # 0.

Cas intérieur. Alors t s’applique dans Br(k) @ Br(k) sur un couple ([D], [D°?]) ou

D est une k-algebre simple centrale a division de degré 3. D’apres un résultat de
Wedderburn [115, th. 19.2], D est cyclique, c’est-a-dire déployée par une exten-
sion cyclique L/k de degré 3. Alors G, est déployé et la Proposition 3.2.11.(3)
indique que G admet un sous-groupe semi-simple simplement connexe H de
type D4 qui est déployé par L/k. Ainsi ’algebre d’Allen de H est déployée,
donc DM est une forme fortement intérieure de sa forme quasi déployée. Le
Corollaire 6.0.2 montre que H est quasi-déployé, il est donc de k-rang > 2.
Ainsi G est de k-rang > 2. La lecture des tables des indices de Tits possibles
(Merkurjev-Panin-Wadsworth, voir les tables listés au §9.5.2) montre que G est
de k-rang 2 et qu’il admet un k-groupe parabolique P de type {1, 3, 5, 6}. Ceci
permet de conclure que G = G'.
Par suite 1’application H Lk, P) > HY(k, G) est surjective. On note M un k-
sous-groupe de Levi de P, alors DM est semi-simple simplement connexe de
type Az X Az, qui est une forme intérieure. Comme Hl(k, DM) — H! (k, P) est
surjectif (§2.2.3), il suit que H'(k, DM) — H'(k, G) est surjectif. Or DM est
un k-groupe semi-simple simplement connexe classique donc H!(k, DM) = 1,
d’ou I’on conclut que H'(k,G) = 1.

Cas extérieur. D’apres le cas intérieur, Gx admet un K-sous-groupe parabolique
(minimal) P de type {1, 3, 5, 6}. Le Lemme 3.2.8 montre qu’il existe un k-sous-
groupe réductif M de G tel que Mk est un k-groupe de Levi de P. Alors DM
est semi-simple simplement connexe de type A x Aj. Le k-sous-groupe H =
M.Cg(DM) de G est semi-simple de type (A2)?.Ona H = DM.H, ot H»
est un k-sous-groupe de type A>. Comme DM est anisotrope et que Hg est
de K-rang 2, il suit que Hj g est déployé. En particulier, la classe de Tits de
H est triviale et le k-groupe classique H> est donc quasi-déployé. Ainsi G est
isotrope et les tables indiquent que G ¢ admet un k-sous-groupe parabolique de
type {1, 3, 5, 6}. La preuve de H 1 (k, G) = 1 est verbatim celle du cas intérieur.
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8.3 Type Ey

On rappelle la numérotation de Bourkaki du diagramme de Dynkin

(2%

|

a7 g o5 o4 A3 o]

8.3.1 Groupes de type E7, quaternions

On note Gy le k-groupe semi-simple simplement connexe de type E7 et G qq =
Aut(Go) son groupe adjoint. On note (By, Tp) un couple de Killing de Gy, il définit
une base A du systeme de racines @ (G, Tp). Pour chaque racince «, on note
a¥ : G, — Gy la coracine. On sait que le centre Cy de Gy est le sous-groupe i3
de Tp qui se plonge selon i (x) = oy (x)ars’ (x)ers' (x) [73, §9]. En d’autres mots, le
centre w7 est le sous-groupe diagonal du centre du sous-groupe SL x SLp x SLy <
Go défini par o, a et oy . Ce k-groupe (SL»)? est le groupe dérivé du k-sous-
groupe de Levi M\ contenant Ty du k-sous-groupe parabolique standard Py de G
de type {2, 5, 7}.

On a donc un plongement (SL2)3/,uz — Moy/u2 — Goqq et partant un
plongement diagonal PGL,; = SLy/u; — (SL2)3/M2 — My/u2 — Go g4 Par
construction, on a le diagramme commutatif de bords

H'(k, PGL,) Hl(k, Go)

| |

id
Hg ok, po) ——= Hi ok, po).

Ceci permet donc de construire des k-groupes de type E7 dont la classe de Tits est
une algebre de quaternions.

Lemme 8.3.1 L’application H'(k,PGLy) - H'(k, Go) est injective et induit une
bijection entre les classes de k-algebres de quaternions et les classes d’isomorphie
de k-groupes semi-simples simplement connexe de type E7 qui admettent un k-sous-
groupe parabolique de type {2, 5, 7}.

Démonstration Comme PGLy C Mo/uus C Py/ua, pour tout [z] € H'(k, PGL5),
il suit que le k-groupe tordu ;G admet le k-groupe parabolique ; P, qui est de type
{2,5,7}.

On sait que le sous-ensemble H'(k, Mo/u>) = H'(k, Po/u2) € H'(k, Go,ad)
classifie les groupes semi-simples simplement connexe de type E7 qui admettent
un k-sous-groupe parabolique de type {2,5,7}. Il suffit donc de montrer la
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surjectivité de Hl(k, PGL,) — Hl(k, Mo/ u2). Suivant [60, XI1.4.1.6], le centre
de My/uy est un tore, on a donc une suite exacte 1 — an — Mo/ur —
(PGLy)®> — 1, d’olt une injection H'(k, Mo/u2) — H'(k,PGLy)3. D’autre
part, on a une suite exacte 1 — (SL2)3/M2 — My/pu2 — an — 1, d’ou
une surjection Hl(k, (SL2)3/,uz) — Hl(k, Mo/ u2). Comme I’'image du com-
posé H'(k, (SL2)3/u2) —> H'(k, Mo/12) — H'(k,PGL)? est la diagonale
H'(k, PGL5) on conclut que H' (k, PGLy) —> H'(k, Mo/u2). |

8.3.2 Le résultat principal

Théoreme 8.3.2 On suppose que scda (k) < 2 et que scdz(k) < 2. Soit G un k-
groupe semi-simple simplement connexe de type E7 et on note A son algebre de
Tits.

(1) Ona Hl(k, G) = 1si A estd’indice 1, 2 ou 4.

(2) Si A est d’indice 2 (resp. 4) alors G a k-rang 4 (resp. 1) et admet un k-sous-
groupe parabolique de type {2, 5,7} (resp. {2,3,4,5,6,7}).

(3) Si A est d’indice 8, alors G est anisotrope et posséde un k-sous-groupe
SL1(Q) (Q algébre de quaternions) qui est géométriquement un sous-groupe
de « coracine ».

(4) Soit [7] € Hl(k, G) = 1. Alors [z] = 1 si et seulement si il existe une k-algebre
de quaternions Q et des plongements SL1(Q) — G et SL1(Q) — ;G qui sont
géométriquement des coracines.

Remarque 8.3.3 Dans (3), le centralisateur de SL;(Q) dans G est un sous-groupe
de type Dg (intérieur), de sorte que G possede un k-sous-groupe semi-simple de
type A1 x Dg. Ces groupes ont été étudiés par Petrov [147, §3].

Démonstration (1) et (2). Il est loisible de supposer que k est infini. L’algebre
de Tits A de G est de degré 8 et sa classe [A] dans Br(k) est I'image de

tc € Hf%pf(k, u2). Si tg = 1, alors G est une forme fortement intérieure et le

Corollaire 6.0.2 indique que G est quasi-déployé et que H'(k, G) = 1.

Cas d’indice 2. Alors A est Brauer-équivalente a une algebre de quaternions (2
division), elle est donc déployée par une extension quadratique séparable k'/k.
La classe de Tits de Gy est nulle; Gy est déployé et HY'(K',G) = 1. Le
Corollaire 5.5.3 montre que H'(K'/k,G)=1,d'ou H (k, G) = 1.

Passons a 1’étude de I’isotropie. Le groupe Gy est déployé, il admet donc en
particulier un sous-groupe parabolique de type {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Le Lemme 3.2.8
montre que G admet un k-sous-groupe semi-simple simplement connexe H de
type Eg qui est déployé par k’/k. Par restriction/corestriction, la classe de Tits
de H est triviale. Le Corollaire 6.0.2 montre que H est quasi-déployé, donc de
k-rang > 4. Ainsi G est de k-rang > 4 et de classe de Tits non triviale. Les tables
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du §9.5.2 indiquent que G est de k-rang 4 et aussi que G admet un k-sous-groupe
parabolique de type {2, 5, 7}.

Indice 4. Suivant le théoréeme d’Albert [115, th. 16.1], A est Brauer-équivalente
a une algebre de biquaternions (a division). Il existe donc une extension
quadratique séparable k'/ k telle que Ay est d’indice 2. D apreés le cas précédent,
Gy admet un k-sous-groupe parabolique de type {1, 3, 4, 6}.

Commencons par I’étude de ’isotropie. Les tables montrent que si G est de k-
rang < 1, et que si G est de k-rang 1, alors G admet un k-parabolique de type
{2,3,4,5,6,7}. Ainsi il suffit de montrer que G est isotrope.

La construction du Lemme 3.2.8 donne lieu a un k-groupe M = Cg(S) de type
semi-simple A? ou S est un k-tore de rang 4 déployé par k’/ k.

Comme M}, est un sous-groupe de Levi de P/, I’action * associée & DM est
triviale. En d’autres mots, DM} est une forme intérieure et il suit que DM contient
un facteur H; de type A;1. On écrit H = H; x Hp ou Hj est de type A%. Soit
S1 un k-tore maximal de H; et choisissons un k-tore maximal 7 de G contenant
S.81. Alors Hy = DCg(S.51). On considere le k-sous-groupe réductif Gs s, 1
de G contenant 7 construit au §2.3.2. Ce groupe commute a H, (Lemme 2.3.3)
et son type est donné par le sous-systeéme de racines de @ (Gy,, Tk,) orthogonal a
D ((Hz.T)kS , Tkx). D’apres [50,lemma4.13], DGs.s,, 7 est donc de type A1 x Dy; et
H>.DG g s, T est donc un k-groupe semi-simple de rang maximal de G. Le point est
que S N DGs s, 1 est un tore maximal de DGs s, 7, donc DG s, est de k'-rang
>4,

On écrit DGs.s, 7 = I x J ou J est de type Dy. Il suit que le k’-rang de J est
> 3. Selon les tables d’indices, Jj est quasi-déployé ou est une forme intérieure
admettant un k’-groupe parabolique de type {4}. Dans les deux cas, Ji admet un k’-
groupe parabolique de type {3, 4}. D’apres le Lemme 3.2.8, G admet un sous-groupe
réductif V tel que Viy = Q' N2 Q' ot Q' est un k’-parabolique de type {3, 4}. Alors
DYV estun groupe semi-simple simplement connexe de type A; et DV est déployé.
Par restriction/corestriction, la classe de Tits de DV est triviale, donc DV est une
forme fortement intérieure de sa forme quasi-déployée. Le Corollaire 6.0.2 montre
que DV est quasi-déployé, donc a fortiori isotrope. On conclut que G est isotrope.

Ainsi G admet un k-sous-groupe parabolique P de type {2, 3,4, 5, 6, 7}. On note
M un sous-groupe de Levi de P et on sait que DM est semi-simple connexe de
type De. Soit [z] € H'(k'/k, G) = H'(k, G). Alors .G est aussi isotrope de type
{2,3,4,5,6, 7} etle Lemme 2.2.2 montre que [z] € Im(H ' (k, DM) — H'(k, G)).
Or H'(k, DM) = 1 donc [z] = 1.

(3) et (4) Indice 8. Les tables montrent que G est anisotrope. D’apres le théoreme
de Sivatski 7.1.5, on sait que A est un produit tensoriel de trois algebres de
quaternions. Ainsi il existe une extension quadratique séparable k'/k telle que Ay
est d’indice 4. D’apres le cas précédent, on sait que H'(k’, G) = 1 et G admet
un k-sous-groupe parabolique de type {2,3,4,5,6,7}. Le Lemme 3.2.8 montre
que G admet un k-sous-groupe réductif M de type Dg x Ti. Le point est que
Ci(DM)? est un k-groupe de type A; et associé géométriquement 2 une coracine
parce que H = DM .Cg(DM)° est un sous-groupe semi-simple maximal de type
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Dg.A1.? Ainsi il existe un plongement SLi(Q) — G qui est géométriquement un
plongement de coracine.

Soit [z] € Hl(k, G). Si [z] = 1, il est évident que I’on dispose aussi d’un
plongement SL;(Q) — .G. Réciproquement, on suppose donné une k-algebre
de quaternions Q et des plongements SL1(Q) — G et SL1(Q) — ;G qui sont
géométriquement des coracines.

Suivant le lemme 1 de [159, I11.2.2], on a donc

(21 € (H' (k. No(SL1(Q)) > H' (k. G)).

De plus il existe un antécédent [a] € Hl(k, N(;(SLl(Q))) de [z] tel que le k-
sous-groupe ,C 5 (DM) de ,G est isomorphe au k-groupe SL1(Q). On considere la
suite exacte 1 — Cg(SL1(Q))) — Ng(SL1(Q)) — Aut(SL{(Q)) = PGL{(Q).
Comme SL{(Q) C Ng(SL1(Q)), on a une suite exacte | — Cg(SL1(Q)) —
Ng(SL1(Q)) — PGL1(Q) — 1.En prenantla cohomologie galoisienne, on obtient
une suite exacte d’ensembles pointés

H'(k, C6(SL1(Q))) — H'(k, Ng(SL1(Q))) — H'(k,PGL{(Q)).

Or I'image de [a] dans Hl(k, PGLl(Q)) est la classe d’isomorphie de ,SL;(Q),
elle est donc triviale. La suite exacte ci-dessous montre donc que [a] et partant [z]
proviennent de H! (k, Cg(SLy (Q))). Or Cg(SL1(Q)) est un k-groupe semi-simple
simplement connexe de type Dg, donc on a H! (k, Cg (SLl(Q))) = 1. On conclut
que [z] = 1. [ |

8.3.3 Une stratégie possible

Nous allons expliquer ici comment une réponse satisfaisante a une question sur les
groupes de type D4 permettrait d’exploiter le Théoreme 8.3.2.(4).

Question 8.3.4 On suppose que scdy(k) < 2. Soient Q1, Oz, Q3 des algebres de
quaternions. Existe-t-il une k-algebre simple centrale A de degré 8 munie d’une
paire quadratique (o, f) satisfaisant les conditions suivantes:

(1) [Al=1[Q2] + (03]
(i) (o, f) estde discriminant trivial et CI(A, o, f) = [Q1]+[Q2] € Br(k)/Z.[A].

20n remarque aussi que ce k-groupe H est le centralisateur de son centre C(H) = u». En
particulier, H (et DM) est une forme intérieure par application de la Proposition 3.1.15.



136 8 Groupes exceptionnels

Remarques 8.3.5

(a) Noter que si une telle structure existe, elle est unique en vertu du Corol-
laire 7.4.12.

(b) Une variante consiste & demander que C*(A,0) ~ Q1 ® Q2 et C™ (A, 0) ~
01 ® 03.

(c) Dans le cas ou Q> ®; Q3 est une k-algebre a division D, la question posée
est I’existence d’une paire hermitienne (4, f) sur M>(D) de discriminant
trivial et d’invariant de Clifford [Q1] + [Q2]. Ceci permet de reformuler la
question en terme d’isotropie de formes hermitiennes de la facon suivante. La
Proposition 7.4.16.(2) indique qu’il existe une unique paire hermitienne (41, f1)
(resp. (ha, f2)) sur M»(D) de discriminant trivial et d’invariant de Clifford [Q1]
(resp. [@2]). Alors la somme orthogonale (41, f1) @ (h2, f2) définit une paire
hermitienne (h4, f1) sur M4(D) de discriminant trivial et d’invariant de Clifford
[O1] + [Q2]. Le théoreme de classification des formes hermitiennes 7.4.12
indique que la question 8.3.4 est équivalente a I’isotropie de la paire (h4, f4).

Proposition 8.3.6 On suppose que scda(k) < 2, scdz(k) < 2 et que la ques-
tion 8.3.4 admet une réponse positive pour le corps k. Alors la conjecture II vaut
pour les groupes de type E7.

Démonstration 11 reste a traiter le cas d’un k-groupe G dont 1’algebre de Tits
A est d’indice 8. L’idée est de raffiner la preuve du Théoreme 8.3.2.(4). Etant
donné une extension quadratique séparable L/k telle que Ay est d’indice 4, on a
H'(L/k,G) = H'(k, G). En outre G admet un k-sous groupe réductif M tel que
M|, est un sous-groupe de Levi d’un L-sous-groupe parabolique de type E7 \ {1} tel
que ’application H!(L/k, M) — H'(L/k, G) est surjectif.

Le k-groupe DM est semi-simple simplement connexe et intérieur de type Ds.
Ainsi DM = Spin(B, o, f) pour une k-algebre simple centrale B de degré 12
munie d’une paire quadratique (o, f). En écrivant B = Endp(V), on a DM =
Spin(V, h, f) pour une paire hermitienne (&, f).

Vu que DM/, est le noyau anisotrope de G, B est Brauer-équivalente a Ay,
et (h, f)r est d’invariant de Clifford trivial. En particulier By est d’indice 4,
donc indy(B) est divisible par 4. Comme B est de degré 12, il suit que B est
d’indice 4 d’ou I’on tire que D est une algebre de biquaternions a division. Comme
ker(Br(k) — Br(L)) se surjecte sur ker(Br(k)/Z.[A] — Br(L)/Z.[AL]) I’invariant
de Clifford de (k, f) est représenté par une algebre de quaternions Q; (déployée par
L/k).

Ceci étant, soit [z] € H'(L/k, M) et posons G’ = ,G, M’ = ;M. De méme, on
a DM' = Spin(D', I/, f") ot D’ est une k’-algebre de biquaternions a division et
(W', f') une paire hermitienne sur V' de dimension 3 sur D. De méme (%', f') est
de discriminant trivial et son invariant de Clifford est représenté par une algebre de
quaternions Q' déployée par L/k.

Le point est que D et D’ deviennent isomorphes sur L. La Proposition 7.1.9.(2)
indique que D = Q> ® Q3 et D = Q> ® QF pour des algébres de quaternions
02, 03, Q5. On applique maintenant I’hypothése relative a la question 8.3.4. Il
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existe une paire hermitienne (h2, f2) (resp. (h}, f;)) sur D? (resp. sur D’ 2) de
discriminant trivial et d’invariant de Clifford représenté par [Q1] + [Q2] (resp.
[Q}] + [Q2]). Par ailleurs, on note (hg, fg) la paire hermitienne sur D définie
au §7.4.4, elle est de discriminant trivial et d’invariant e, représenté par [Q>]. La
somme orthogonale

(h2, f2) L (he, fo)

est de discriminant trivial et d’invariant e [Q/] + [Q2] + [Q2] = [Q]] donc est
isométrique a (h, f) en vertu du Corollaire 7.4.12. Par suite, DM = SU(h, f)
admet le k-sous-groupe SU(hg, fg) = SL1(Q2) x SLi(Q3) et SL(Q2) est
géométriquement un sous-groupe de coracine de DM. De fagon analogue, DM’ =
SU(h, f) admet le k-sous groupe SL;i(Q2) x SLi(Q%). En somme, G et G’
admettent le k-sous groupe SL;(Q>) et le Théoreme 8.3.2.(4) permet de conclure
que[z] =1 € H(k, G). [ |

8.4 Type Eg

On rappelle la numérotation du diagramme de Dynkin étendu

a2

e

ag o7 g o5 04 O3 o]

Théoreme 8.4.1 Soit Go le k-groupe de Chevalley de type E3. On suppose que
scd; (k) <2 pourl =12,3,5.

(1) Sik est un p-spécial pour un premier p, alors H'(k, Gg) = 1.
(2) On suppose k parfait. Soit L/k une extension galoisienne de degré 243°5¢.
Alors HY(L/k, Go) = 1.

11 est intéressant d’isoler de la démonstration du théoreme le fait suivant.

Lemme 8.4.2 On suppose k de caractéristique nulle. On note Hy le sous-groupe
maximal déployé de G de type Eg x As. Soit L]k une extension cyclique de degré
3. On suppose que H'(k, Z/2Z) = 0. Alors

H'(L/k,Go)an € Im(H'(k, Ho) - H'(k, Go))

(H'(L/k, Go)an désigne le sous-ensemble des classes de cohomologie anisotropes,
i.e. les classes (7] telles que le groupe tordu ;G soit anisotrope).
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Démonstration On note o un générateur de Yal(L/k). Soit z € Zl(k, Go)an et
G = ;Gy le groupe tordu. Soit P, un L-parabolique de G, de type E7 et

C=(PLNo(PL)No*(PL)) C Gy.

Le groupe Cy, est défini sur k et suivant [149, lemme 6.32], on sait que dimy(C) >
77. Nous allons montrer que C, est un sous-groupe de Levi d’un L-sous-groupe
parabolique de G inclus dans Pr. En effet, soit Q7 un L-sous-groupe parabolique
de G contenant Cp et contenu dans P que I’on suppose minimal pour cette
propriété. Alors C = (QL No(Qr) N 02(QL)). Par minimalité de Q;, on a
0r =R,(01)(QrNo(QL)),donc Q eto(Qr) son opposés [22, prop. 4.10]; le
groupe My := Q1 No(Qr) est donc un sous-groupe de Levi de O contenant Cy .
De plus, Cr. = M1 N az(QL) est un L-parabolique de M. Si Cp # My, alors le
radical unipotent R, (C), est un groupe déployé non trivial, donc R, (C) est aussi
déployé, ce qui contredit I’anisotropie de G. Il résulte que Cr, est un sous-groupe de
Levide Q1. Le groupe C est donc réductif, et son diagramme de Dynkin absolu est
un sous-diagramme de E7. Un examen facile des cas possibles sous les hypotheses
H'(k,Z/2Z) = 0 et dim;(C) > 77 entraine alors que C est de type E¢. Le groupe
H = Cg(C).C est semi-simple de type E¢ x Aj. Soit T/k un k-tore maximal
de H. Alors le systtme de racines @ (Gy,, Tx,) de type Eg admet le sous-systéme
@ (Hy,, Ty, ) de type Eg x Az. Comme tous les sous-systeémes Eg X Ay du systeme
de racines Eg sont conjugués par le groupe de Weyl, il résulte que le groupe Hy, est
conjugué (par un élement de G (ks)) au sous-groupe standard Hp i, de type Eg X As.
D’apres le lemme 1 de [159, §111.2], ceci entraine

[z] € Im(H ' (k, Ng,(Ho)) — H'(k, Gp)).

On a une injection Ng,(Ho)/Hy — Aut(Ho)/Ho = Z/2Z x Z/27Z, donc le
groupe Ng,(Hop)/Ho est 2-primaire et I’hypothése H Y(k,Z/2Z) = 0 entraine que
H'(k, Ng,(Hy)/Ho) = 1. Il résulte que [z] € Im(H ' (k, Hy)) > H'(k, Gp)). W

Nous procédons maintenant a la démonstration du Théoréme 8.4.1.

Démonstration Commengons par une remarque générale, i savoir que H' (k, Go)an
U {1} = H'(k, Go). En effet, on se donne [z] € H!(k, Go) tel que G = .Gy
est isotrope. Alors le Lemme 2.2.2 montre alors que [z] appartient a I’image de
Hl(k, DMy) — Hl(k, Go) o DMy est un k-groupe semi-simple simplement
connexe déployé dont le type est un sous-diagramme strict de Eg. Le Théo-
réme 6.0.1 montre alors que HY(k,DM) =1,d’0o0 [z] = 1.

(1) Sip & S(Eg),le Théoreme 2 5.2.5 montre que Hl(k, G) = 1.5i p =2, il suffit
alors de montrer que H'(L/k, Go) pour toute extension quadratique séparable
L/k, ce qui résulte du Corollaire 5.5.3. Supposons maintenant p = 3. Par
passage  la limite, le cas précédent permet de supposer que H'(k, Z/2Z) = 0.
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On considere le sous-groupe semi-simple Hp associé a la racine o du
diagramme de Dynkin Le groupe Hy est de type E¢ x SL3 et si Eg/k désigne le
groupe de Chevalley simplement connexe de type Eg, ona Hy ~ (E¢xSL3)/13
ou pu3 se plonge diagonalement dans E¢ x SL3. C’est le moment d’appliquer
le Lemme 8.4.2 précédent; ainsi 1’application H Yk, H)) — H(k, Go) est
surjective. On a le diagramme commutatif

1 3 Eg x SL3 Hy 1
Lo |
I ——p3 x u3—E¢ X SL3—=FE¢/pu3 x PGLz—— 1;

il induit le diagramme

H' (k, Ho) HE (k, 13)

| |

H'\(k, Eo/u3) x H' (k. PGLy) —> H, (k. 13) X Hgpo(k. 113).

Soit [z] € H 1(k, Hp). Le diagramme indique que §([z]) provient de
H'(k,PGL3) et est donc la classe d’une algebre cyclique. Par suite, il existe
une extension cyclique L/k d’ordre 3 tuant d([z]). D apres le théoréme 6.0.1,
on sait que le noyau de H 1 (L, Hy) — Hf%pf(L, 3) est trivial, ainsi I’extension
L/k tue [z]. Le groupe semi-simple ; H, est donc déployé par L/k et d’apres
la Proposition 3.2.11, on sait qu’il admet un k-tore maximal 7'/k déployé par
L/k. Le théoréme de Steinberg montre I’existence d’un plongement 7 — Hy
tel que [z] appartienne a I’image de de Hl(k, T) —> Hl(k, Hp). Comme T/k
est un k-tore maximal de Go/k, le Corollaire 5.5.3 conclut que I’application
Hl(k, T) —> Hl(k, Gy) est nulle et ’image de [z] dans Hl(k, Go) est donc
triviale.

Passons au cas p = 5. On considere le sous-groupe semi-simple Hy associé

alaracine o4 du diagramme de Dynkin de type Eg ci-dessus. On sait que Hy =
2,%3
(SLs x SLs) /2 ob st = Ker(us 23 jis x ) ~ s d’apres le §1.7 de [177].

Le groupe de Weyl de Hj est donc le produit semi-direct de S5 x S5 par Z/2 et
le §3.2.7 montre que I’application Hl(k, Hy) — Hl(k, Gy) est surjective. On
a le diagramme commutatif

1 Us SLs x SLs Ho 1

l(xZ,x?») i

1 —— 5 x us— SLs x SLs—— PGLs x PGLs—— 1.
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2

Ca

Ca

Puisque H 1(k, SLs x SLs) = 1, il induit le diagramme commutatif
d’ensembles pointés

| ———— H'(k, Ho)

Hfipf(kv us)

l \L(xZ.xfﬁ)

| —=H'(k,PGLs) x H'(k,PGLs) —= Hp, c(k, us) x Hg 1k, is).

Soit [z] € H'(k, Hp). Le diagramme indique que d([z]) provient de
H'(k, PGLs) et est donc la classe d’une algebre cyclique D/k. Par suite, il
existe une extension cyclique L/k d’ordre 5 tuant d([z]) et telle que le tore
Rr/x(Gm) x Rr/k(Gu) soit un tore maximal de ;) (PGL5 x PGLs). Alors le
tore T = A‘l(RL/k(Gm) X RL/k(Gm)) est un sous-tore maximal de ; H,. Le
théoreme de Steinberg montre I’existence d’un plongement 7 — Hj tel que [z]
appartienne  ’'image de de H'!(k, T) — H'(k, Hp). Comme T/ k est un k-tore
maximal de Go/k déployé par I’extension cyclique L/k, le Corollaire 5.5.3
permet de conclure que 1’application H!(k, T) — H'(k, Go) est nulle et ainsi
I’image de [z] dans H'(k, Go) est triviale.

Par récurrence, on se ramene au cas ou L/k est une extension cyclique d’ordre
2,3, 5. Le cas de degré 2 résulte du Corollaire 5.5.3.

s de degré 3. On veut montrer que H'(L/k, Go) = 1. Le cas de degré 2 nous
permet de supposer que H'!(k,Z/2Z) = 0. Soit [z] € H'(L/k, Go) et on a vu
que I’on peut supposer cette classe anisotrope. Le Lemme 8.4.2 ci-dessus indique
que toute classe de H'(L/k, Gg)an provient du sous-groupe maximal déployé
Hj de type Eg x Aj. La Remarque 8.4.3 ci-dessous sur la démonstation du (1)
indique que H Y(k, Hy) — H'(k, Gg) est triviale. On conclut que [z] = 1.

s de degré 5. Les cas p = 2 et p = 3 nous permettent de supposer que k ne
posséde pas d’extension propre de degré 2¢3”. Soit L/ k une extension cyclique
de degré 5. Soit [z] € H'(L/k, Go) et G le groupe tordu par z. On suppose
G anisotrope et on veut montrer que G possede un k-tore maximal déployé par
L/k. Suivant un théoreme de Chernousov [36], on sait que G admet un sous-
groupe semi-simple H de type A4 déployé par L/k. Le groupe H est isogéne
a SL; (D) pour une algebre simple centrale cyclique D d’indice 5 déployée par
L/k. 11 existe donc un tore S/k de rang 4 de H déployé par L/k. Le groupe
DC¢ (S) est un groupe semi-simple simplement connexe anisotrope de rang < 4,
qui est déployé par L/k. Si DCg(S) = 1, alors Cg(S) est un k-tore maximal
de G déployé par L/k. Si DCg(S) # 1, le type A4 est la seule possibilité pour
DCg(S). Le méme raisonnement que précédemment fournit un tore S'/k de
rang 4 déployé par L/k et le tore composé T = S.S§" est un k-tore maximal
de G déployé par L/k. D’apres le théoreme de Steinberg, [z] appartient a
I'image de H'(k, T) — H'(k, G). Le Corollaire 5.5.3 montre que I’application
H'(k,T) — H'(k, G) est triviale. On conclut que [z] = 1 € H!(k, G). [ |
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Remarque 8.4.3 La démonstration du (1) pour p = 3 montre en fait un peu plus.
Si k satisfait les hypotheses de la conjecture II et si Hy désigne le sous-groupe
maximal de Go de type Eg x Aj, on sait d’apres Wedderburn que toute algebre
simple centrale de degré 3 est cyclique. La démonstration ci-dessus montre alors
que I’application H Lk, Hy) — H'(k, Go) est triviale.



Chapitre 9 m)
Applications Shethie

Comme on I’a vu notamment avec les groupes classiques, 1’application principale de
la conjecture II de Serre est la classification des groupes algébriques semi-simples
sur les corps correspondants. Nous passons ici en revue quelques applications et
discutons des questions liées, la question d’injectivité de Serre et la question de
Bogomolov sur la structure des groupes de Galois absolus. Dans chaque cas, une
réponse positive permettrait de trancher le cas de Eg pour la conjecture II.

9.1 Petits indices

On a vu que la complexité des démonstrations croit avec les indices des algebres
simples centrales en jeu, c’est-a-dire des algebres de Tits. Si A est une k-algebre
simple centrale, on sait d’aprés Brauer que la période péri(A) divise I’indice
indg (A). Pour certains corps (e.g. corps locaux et globaux), on a pérg (A) = indg (A)
mais ce n’est pas le cas pour des corps “généraux” de dimension cohomologique 2
(Merkurjev, [131]). Une conséquence de tous les cas particuliers traités dans les
sections précédentes est la suivante.

Corollaire 9.1.1 Soit G un groupe semi-simple simplement connexe sans facteur
de type Eg. On suppose que pour toutl € S(G) que scd;(k) < 2 et que pour toute
extension finie séparable L]k et pour toute L-algébre simple centrale A de degré
243P on a péry (A) = indy (A). Alors H' (k, G) = 1.

Les hypotheses sont satisfaites pour un corps k = ko(X) ou ko est un corps
algébriquement clos et X/ kg une surface algébrique [5, appendix]. Ceci donne une
preuve de la conjecture II pour ce type de corps hormis le cas de Eg. Pour ce type de
corps, la conjecture II (incluant Eg) a été établie par de Jong, He et Starr [57] avec
des méthodes de géométrie algébrique; voir aussi I’exposé de Voisin [181].
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Remarque 9.1.2

(a) De Jong a montré plus généralement que péry(A) = indx(A) pour un corps
k = ko(X) comme précédemment [56].

(b) La méthode s’applique pour d’autres corps, par exemple ko((x))((¥)),
ko((x, ¥)) ou encore ko(x)((y)), voir [49, §1].

9.2 Corps C’ 2

Nous rappelons les définitions suivantes, dues respectivement a Tsen et a Artin.
Définition 9.2.1 Soit d un entier, d > 0.

(1) Le corps k est dit de classe % si pour tout polyndme homogene P (x1, ..., Xp)
de degré r satisfaisant n > rd, il existe un n-uplet (f1,...,t,) € k" tel que
P(t,...,t) =0.

(2) Le corps k est dit de classe €; si pour tout systéme de polyndmes homogenes
Pi(x1,...,xy) (i = 1,...,5s) satisfaisant n > Zle deg(P,-)d, il existe un n-
uplet (#1,...,t,) € k" tel que P;(t1,...,t,) =0pouri =1,...,s.

De fagon évidente, la condition ¢; est plus forte que Cy. Ces deux propriétés
jouissent de propriétés de transition par extension finie et extension de type fini
([159, 11.4], [148, §5]). Puisque la propriété %, entraine la surjectivité des normes
réduites, une conséquence de la caractérisation de Suslin (th.4.7.1) de la propriété
scd(k) < 2 est la suivante.

Corollaire 9.2.2 On suppose que k est de classe ¢>. Alors scd(k) < 2.

Remarque 9.2.3 11 est attendu que si k est classe %y, alors scd(k) < d. On sait
que scda (k) < d si k est d’exposant caractéristique # 2 comme conséquence du
théoréme de Voevodsky (conjecture de Milnor) [158, p. 99]. Par ailleurs, Arason
et Baeza ont montré que scd, (k) < d si k est de caractéristique p > 0 [4]. Le cas
général est ouvert et on dispose cependant des estimations de Krashen-Matzri [118].

Théoreme 9.2.4 (Artin-Harris, [5, th]) On suppose que k satisfait la propriété
€. Soit A une k-algébre simple centrale d’indice 2°, alors péri(A) = 2¢.

Ce théoréme et nos résultats permettent de d’obtenir la variante suivante du
Corollaire 9.1.1.

Corollaire 9.2.5 Soit | un nombre premier. On suppose que k est l-spécial et
satisfait la propriété €"'y. Soit G un groupe semi-simple simplement connexe. Alors

H'(k, G)=1.
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9.3 Elucubrations autour de Eg

Dans cette section, nous montrons comment des réponses positives a des questions
de Serre (resp. Bogomolov) entrainent la conjecture II pour les groupes de type Es.

9.3.1 Question d’injectivité de Serre

Serre a posé la question suivante [158, §2.4]: Soient G un k-groupe réductif et
ki, ..., k. des extensions finies de k telles que p.g.c.d([k; : k]) = 1. Est-il vrai
que I’application de restriction

H'(k,G) > [[H"(ki. G)
i=1

a un noyau trivial ? Il y a de nombreux résultats positifs sur cette question: Bayer-
Fluckiger/Lenstra pour les groupes unitaires [10], Black et Bhaskhar pour les
groupes classiques [16, 17]. Dans le cas quasi-déployé, la réponse est positive si Gg
est semi-simple sans facteur de type Eg, comme on I’a vu avec le Théoréme 3.4.1.

Lemme 9.3.1 Soit k un corps satisfaisant scd; (k) < 2 pourl = 2, 3, 5. On suppose
que le groupe déployé G de type Eg satisfait les conclusions de la question de Serre
pour k. Alors H'(k, Go) = 1.

Démonstration La preuve est standard. Soit X un G-torseur et soit ko/k une

extension finie telle que X (ko) # #. On note pq, ..., p, les diviseurs premiers

de [ko : k]. Pour i = 1,...,r, le Théoreme 8.4.1.(a) montre qu’il existe une

extension finie (séparable) k; / k de degré premier a p; tel que X (k;) # ¥. Alors on
r

ap.g.c.d([k; : k]) = 1 et [X] appartient au noyau de H'(k,G) — I1 H'(ki, G).
i=0

Par suite, notre hypothése entraine que [X] = 1 € H'(k, G). |

9.3.2 Question de Bogomolov

La théorie du corps de classes établit que la cloture abélienne Q*? de Q est le corps
des nombres cyclotomiques et qu’il est de dimension cohomologique 1. Bogomolov
a posé la question pour un corps parfait arbitraire k, a savoir détablir que k%? est de
dimension cohomologique < 1. La réponse a cette question est connue pour les
corps ko(t) ou kg est un corps pseudo-algébriquement clos (Jarden-Pop [101, 1.6]).
Dans I’article [40], nous avons remarqué un lien avec la conjecture II. En effet, la
conjecture de Bogomolov entraine a fortiori que I’extension /-résoluble maximale
de k est de [-dimension cohomologique < 1 pour chaque premier /.
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Lemme 9.3.2 Soit k un corps parfait satisfaisant scd;(k) < 2 pourl = 2,3,5.
On suppose que ’extension résoluble maximale K de k de degré 243%5¢ satisfait
scd;(k) < 1 pourl = 2,3,5. Alors Hl(k, Go) = 1 ou Gg désigne le k-groupe
déployé de type Eg.

Démonstration La conjecture I (i.e. Th.5.2.5) montre que H (K,G) = 1. Ainsi
H'(k,Go) = H'(K/k,Gyp). Etant donné [X] € H'(K/k,G), il existe une
sous-extension finie L/k de K /k telle que X(L) # (. Alors L/k est une tour
d’extensions cycliques de degrés 2, 3 ou 5. Le Théoreme 8.4.1.(b) montre que
HY(L/k, Gg) = 1 etpartant que [X] = 1 € H'(k, G). |

Remarques 9.3.3

(a) L’hypothése sur k est clairement impliquée par le fait k** de dimension
séparable < 1.

(b) Cela donne la conjecture II pour Eg sur un corps comme C((x))(¢) [49, Th.
1.4].

9.3.3 Groupes presque abéliens

Nous souhaitons discuter un theme de Tits.

Définition 9.3.4 Soit G un k-groupe réductif. On dit que G est presque abélien si
tout k-sous-groupe réductif H non trivial et propre de G est un k-tore maximal.

En caractéristique zéro, ceci revient a demander que tout k-sous-groupe connexe
H non trivial et propre de G est un k-tore maximal. Cette propriété a été introduite
par J. Tits pour les groupes de type Eg [178] et étudiée par S. Garibaldi et I’auteur
[71]. Nous sommes intéressés principalement par le cas de type Eg ol nous avons
dégagé la proposition suivante de la démonstration de Tits de I’existence de groupes
de type Eg qui ne sont pas presque abéliens.

Proposition 9.3.5 On suppose que 2,3 et 5 sont inversibles dans k. Soit G un
k-groupe de type Eg qui n’est pas presque abélien. Alors G est déployé par une
extension finie galoisienne résoluble de degré 243°5¢.

Démonstration On peut supposer que k n’admet aucune extension finie galoisienne
résoluble de degré 2¢3”5¢. Par hypothése, G n’est pas presque abélien, il admet un
sous-groupe semi-simple propre de rang 8 presque simple ou un k-tore de dimension
1,2,3,4. Si G admet un sous-groupe semi-simple propre de rang 8 et presque
simple H, alors H est nécessairement une forme intérieure, donc de type Ag, Bg, Cg
ou Dg. Ainsi H est déployé d’apres la Proposition 3.3.4 donc G aussi.

On suppose maintenant que G admet k-tore E de dimension 1, 2, 3, 4. Dans le
cas de dimension 1,2,3, le lemme 3 de [178] indique que G est déployé.

Il reste a considérer le cas ou E est de dimension 4. Le groupe de Galois Ik
de ’extension minimale K /k déployant E est un sous-groupe de GL4(Z) tel que
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Hom(Ig,Z/1Z) = 1 pourl = 2,3,5. D’apres la classification des sous-groupes
finis de GL4(Z) [55] (voir aussi [123, prop. 4.11]), I'g est isomorphe au groupe
alterné As et E est isomorphe soit a R}qk(Gm), soit & Rk /x(Gm)/Gm. On plonge
E dans un k-tore maximal 7 de G. De méme, le quotient 7'/ E est isomorphe soit
a Ri / (Gm), soit & Rr/x(Gp)/Gy pour une extension galoisienne finie L/k de
groupe As.

D’apres Steinberg, il existe un plongement 7T — G dans la forme déployée
Gy et un 1-cocycle z a valeurs dans T tel que G = ;G. Or H'(k, Ri/k(Gm)) =
k*/N(L*) = 1 sous nos hypotheses; on a H'(k, Ri/k(Gn)/Gm) = Br(L/k).
D’apres Brauer [29], toute k-algébre simple centrale de degré 5 est déployée par

une extension par radicaux de degré divisant 22375, donc Br(L/k) = 0. Ainsi
H'(k,E) = O0et H'(k, T/E) = 0 d’ot H'(k, T) = 0. On conclut que G est
déployé. |

En mettant en regard ce fait et le Théoreme 8.4.1, on en tire le

Corollaire 9.3.6 On suppose que 2, 3 et 5 sont inversibles dans k et que scd; (k) <
2 pourl = 2,3,5. Soit G un k-groupe de type Eg qui n’est pas presque abélien.
Alors G est déployé.

Démonstration Notons G le k-groupe déployé de type Eg. On a Go = Aut(Gyp)
si bien que G = ;(Gy) ou z est un l-cocycle a valeurs dans Go(ks). D apres la
Proposition 9.3.5, il existe une extension finie K /k galoisienne résoluble de degré
2a3b5¢ qui déploie G. Par suite, on a [z] € Hl(K/k, Go). Le Théoreme 8.4.1
montre que H'(K /k, Gg) = 1, ce qui permet de conclure que G est déployé. W

Corollaire 9.3.7 On suppose que 2, 3 et 5 sont inversibles dans k et que scd; (k) <
2 pourl = 2,3,5. Soit G un k-groupe de type Eg. On suppose que G admet un
k-sous-groupe ,, avec n > 2. Alors G est déployé.

Démonstration Le k-sous-groupe 1, est toral (Prop. 3.1.3) et le centralisateur H =
Cg (up) est donc k-groupe réductif de G de rang maximalet H C G . Si H n’est
pas un k-tore, alors G n’est pas presque abélien et alors G est déployé en vertu du
Corollaire 9.3.6. Si H est un k-tore, alors T est déployé (Prop. 3.1.15) et G est donc
déployé. |

9.4 Classification des groupes semi-simples

Dans cette section, nous dérivons des résultats de classification.

Corollaire 9.4.1 Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe. On suppose
que scd;(G) < 2 pour toutl € S(G). Soit G' une k-forme intérieure de G ayant
méme classe de Tits que G. Dans les cas suivants:

(i) G est classique, de type G, ou Fu,
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(ii) G est trialitaire de type Dy (resp. Ee, E7) et son algebre de Tits est d’indice
<2(resp. <3, <4),

alors G’ est isomorphe a G.

Démonstration Sous ces hypotheses, on a H 1(k, G) = 1 et le Lemme 2.2.4 donne
la conclusion. [ |

9.5 Autres résultats

9.5.1 La R-équivalence

Soit G un k-groupe absolument presque simple et simplement connexe. On
s’intéresse au groupe des classes G (k)/R défini au §1.6.

Exemple 9.5.1 On suppose que G = SLj(A) avec r > 2 et A une k-
algebre simple centrale. Dans ce cas, on sait que G(k)/R = SK;j(A) =

ker(A* Z94 1) 1A%, AX][182, 18.4].

Conjecture 9.5.2 Sous les hypotheses précédentes, on suppose que scd;(k) < 2
pour tout/ € S(G). Alors G(k)/R = 1.

Dans le cas de G = SL{(A), ’hypothese entraine la surjectivité des normes
réduites et un théoréme de Yanchevskii montre que SK;(D) = 0 pour k parfait
[184]. Plus généralement, une série de résultats peut se formuler de la fagon
suivante.

Théoreme 9.5.3 ([79, th. 8.7]) On se place sous les hypotheses de la Conjec-
ture 9.5.2 en supposant k de caractéristique nulle. Si G est isotrope et n’est pas
d’indice de Tits ES alors G(k)/R = 1. N

9.5.2 Sous-groupes unipotents

Les cas quasi-déployés établis de la conjecture II (Th. 6.0.1 et 8.4.1.(1)) constituent
un ingrédient essentiel du résultat suivant conjecturé par J. Tits.

Théoreme 9.5.4 ([78, §2.3]) On suppose que k est de caractéristique p > 0 et que
[k : kP] < p. Soit G un k-groupe semi-simple simplement connexe. Si p € S(G),
on suppose que scdp (k) < 2.

Soit I' C G (k) un sous-groupe unipotent (i.e. tous ses éléments sont unipotents).
Alors il existe un k-sous-groupe parabolique P de G tel que I’ C R, (P) (k). |
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Le but de cette appendice est de reproduire dans une méme table les notations
pour les indices de Tits [175] ainsi que les indices maximaux des algebres de Tits
correspondants établis par Tits [176] et Merkurjev/Panin/Wadsworth [135, 136]. Le
type D est plus complexe et n’est pas explicité completement ici. Les descriptions
de ces groupes se trouvent dans ces références, dans [157], ainsi qu’au chapitre 17
du livre de Springer [165]. La lettre r désigne le k-rang du groupe considéré.

Type A, (n > 1)

14 o1 ad ®rd Op
Anr - .. e — s ——
Onan+ 1= (r 4+ 1)d et 'indice de I’algebre de Tits est d.
Type %A, (n impair, n > 1)
ad Ard
. D D
d
2457 }
o uan-!—] —d. B van—ﬁ—l—r.d. .

Ici d est un entier divisant n + 1 et r un entier satisfaisant 0 < 2rd <n + 1.

Type %A, (n pair,n > 2)

o Ard
-— ... @ . o .
d
245) )
Uan+17d L/O[nlefrd
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Ici d est un entier divisant n + 1 et r un entier satisfaisant 0 < 2rd <n + 1.

Type B, (n > 2)

ap ap Up—1 Oy

Bu.r CEORNC) % .

Ici r varie de 0 a n et I’indice maximal de 1’algebre de Tits est 2" 7.
Type Cy, (n > 3)

@ %1 02 Up—1 Oy

%] (%Y Qrd

Ici d = 2¢ est un entier divisant 2z et r un entier satisfaisant 1 < rd < n — 1.
L’indice de I’algebre de Tits est d.

ap az

Q24 Ord Up—1 O
<

) %d
Ciir & <,

Ici d = 2¢ est un entier divisant 2n et r un entier satisfaisant rd = n. L’indice de
I’algebre de Tits est d.

Type ' DI (n > 4)

W p a0 on=1
N C S RN CaC ORI C T O R
Oy

C’est le cas déployé.

o] o o
Op?® @ - o~

®
£ B

Icid =2et2r =n.

o ap oy ag Ard On—1
Dy, . o .- e 63 o .-
Op

Ici d = 2¢ divise 2n et r satisfait 0 < rd <n — 3.

o] o2 g Ard On—1
M pi@) - e e e ,_r@<
oy
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Ici d = 2¢ divise 2n et r satisfait rd = n — 2.

Op—1

1) (d) o] o2 aq Ot(rfl)d
M pie) PR~ W AN ,_%
Un

Icid = 2¢ divise 2n, d > 3 et r satisfait rd = n.

Type 2D, (n > 4)

@ph 4 ® o=t
N C O RN C O CanT O R
Oy

Icid = 1etr =n — 1, c’est le cas quasi-déployé.

Ap—1
@ p?® a2z "
Dn’%l OO O O
op

Icid =2et2r=n—1.

(2>D(d) ap oy oy Ord On—1
n,r — o - o (E) o -+ o (E) o - o o
Ap

Ici d = 2¢ divise 2n et r satisfait 0 < rd <n — 2.

Type 3D, et °Dy

e | 0]
3,6 28
e ) 04

C’est le cas quasi-déployé.

3’6D491.1 (E

L’indice maximal de I’algebre de Tits est 2.

3,6 )2

151



152 Appendice : Indices de Tits

L’indice maximal de I’algebre de Tits est 8.

Type 1 E¢

'Eg s

2P—©8

&8®

8®
&

8

C’est le cas déployé.

o2
P

%l a3 ag % O
L’ algebre de Tits est déployée.
o

128
E6,2
o] a3 o4 as o

L’indice maximal de I’algebre de Tits est 3.
o

178 I
E¢ :
o] o3 a4 a5 Qg

L’indice maximal de I’algebre de Tits est 27.

Type 2Es
a3 o

(2% oY
B, &o—@ ()
a5 g

Il s’agit du cas quasi-déployé.

o) a4 a3 A
U
ES, &0—@ L.

as e
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L’indice de I’algebre de Tits est 3.

o]
2pie e D
S & . [
o5 wg
L’ algebre de Tits est triviale.
o]
a4 O3
2129
B (]
a5 g
L’ algebre de Tits est triviale.
o]
a4 O3
2135
E¢
o5 g
L algebre de Tits est d’indice maximal 3.
o]
oy o3
2578
Ego
a5 o
L’algebre de Tits est d’indice maximal 27.
Type E7
o
0 i
E3; 0000500
a7 o o5 Q4 A3 A
C’est le cas déployé.
o2
, &
Eq4 © S
o7 Qg o5 o4 O3 O]
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L’indice maximal de I’algebre de Tits est 2.

a2

: |
E74 &

& &Y
ag a7 o A5 o4 O3 Q]

L’ algebre de Tits est déployée.

a2

EF, &—® I O
a6

o5 o4 o3 o

L’ algebre de Tits est déployée.

a?
E3 & { )
7,2 & ‘
a7 QA o5 04 Q3 o]
L’ algebre de Tits est déployée.
o2
48 & I
E7Y & ‘
o7 Qg o5 04 O3 O]

L’indice maximal de I’algebre de Tits est 2.

o2

ETY I ©

o7 O 05 004 O3 ]
L’ algebre de Tits est déployée.

a2

S -

o7 A o5 Q4 o3 A
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L’indice maximal de I’algebre de Tits est 4.

133
E7,0

a2

(

o7 o o5 o4 o3 o]

L’indice maximal de I’algeébre de Tits est 8.

8,8

28
E8,4

66
E8.2

78
E8.2

133
E8,1

248
ES,O

Type Eg

asg 231
a2

O { ©

ag Q7 O o5 Q4 O3 o]
a2

C I ©

a2

ag a7 o Q5 o4 Q3 o)

o2

1 g

g a7 g A5 o4 A3 o

(2%

® I

ag Qa7 o o5 Q4 O3 o]

a2

R

ag a7 o Q5 o4 Q3 o
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Type Fj4

o] Q) o3 oy
O e
F4,4

Q] o) o3 o4
21 -
F4,l

o] oy o3 04
52
F4’0 — e« —o
Type G»

o] 85

Ghr (g==H)

ay a2

G(l)fto -E(Eo
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