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Présentation de la Collection

Mathématiques pour le deuxieme cycle

Depnis 1997, cette collection se propose de mettre i la disposition des étudiants
de licence et de malitrise de mathématiques des ouvrages couvrant l'essentiel des
programines actuels des universités francaises. Certains de ces ouvrages pourront
étre utiles aussi aux étudiants qui préparent le CAPES ou I’agrégation, ainsi qu’aux
éléves des grandes écoles.

Nous avons voulu rendre ces livres accessibles a tous : les sujets traités sont
présentés de maniére simple et progressive, tout en respectant scrupuleusement
la rigueur mathématique. Chaque volume comporte un exposé du cours avec des
démonstrations détaillées de tous les résultats essentiels, des énoncés d’exercices
et leurs sohitions.

L’Algébre et la Théorie des Nombres ont une place privilégiée en mathématiques :
ces théories, proches de fondemnents, étudient des objets et des opérations
qui apparaissent, sous des réalisations diverses, dans toutes les branches des
mathématiques. Monsieur Sabah Al Fakir leur consacre un ouvrage en deux tomes,
dans lequel il a su placer sa trés grande expérience de enseignement. 1l a mis
Faccent sur les méthodes effectives, qui permettent la construction explicite des
objets dont on prouve Pexistence. Certaines applications pratiques importantes,
notamment a la cryptographie et aux codes correcteurs d’erreurs, sont également
présentées. Nul doute que cet ouvrage, que nous sommes heureux d’acueillir dans
notre collection, rendra de grands services tant aux étudiants qu’aux chercheurs.

Charles—Michel Marle Philippe Pilibossian
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Avant-propos

Ce livre est issu de plusicurs années d’enseignement des modules d’ Algebre et de Théorie
des nombres en Licence et Maitrise 4 1’ Université Scientifique de Lille. 1l est destiné aux
étudiants du second cycle, ainsi qu’aux candidats aux concours du Capes et de I’ Agréga-
tion. Des impératifs de volume ont imposé de Ie diviser en deux tomes, le premicr élant
plutdt destiné aux étudiants en Licence et Capes et le second a ceux de la Maitrise et aux
agrégatifs. "

La tendance actuelle, qui rejoint les préoccupations des mathématiciens du XVIIIéme
et XIXeéme siécle est de se soucier du caractére effectif ou constructif des résultats et
méthodes, par exemple de ne pas se contenter de prouver I'existence d’un objet mais
aussi de I’exhiber quand c’est possible.

Cette politique a un coiit qui se mesure en approfondissement notable des théories, les
algorithmes de calcul pratique étant souvent issus de résultats profonds.

Nous avons 1’avantage par rapport aux prédécesseurs de disposer de logiciels de calcul
formel performants. Nous avons privilégié le logiciel Maple, plus accessible que Ma-
thematica ou Pari. Ainsi, en fin de chapitre, nous signalons des commandes Maple qui
réalisent des calculs et algorithmes expliqués dans le chapitre.

Ce livre traitc en majeure partie de la théorie algébrique des nombres ¢t de ses applications
a la cryptographic et au codage correcteur d’erreurs. Nous n’avons cependant pas résisté
au plaisir d’introduire le lecteur 2 la beauté des méthodes analytiques et transcendantes,
Notre méthode a été d’aller du particulier au général. Ainsi, la manipulation des entiers
et les problémes qui en résultent ou qui sont légués par les anciens motivent les struc-
tures introduites. Par exemple, la caractérisation des entiers qui sont la somme de deux
carrés conduit a 1’adjonction du nombre : & Z, les équations de Fermat, 4 I’adjonction des
racines de 'unité. La généralisation de cette méthode aboutit a la théorie des extensions
algébriques et aux anneaux d’entiers algébriques.

Les solutions des exercices proposés en fin de chapitre sont reportées 2 la fin de chaque
tome. Nous recommandons aux étudiants de consacrer un temps suffisant a la résolution
personnelle de ces exercices.

Introduction au tome premier

Le premier chapitre porte en exergue la phrase fameuse de Kronecker « Dieu créa les
entiers naturels ; tout le reste est I’ceuvre de ’homme ». Dans ce chapitre, nous voulons
prouver la justesse de cette phrase. A partir d’un ensemble N satisfaisant les axiomes de
Peano-Dedekind, nous définissons les opérations sur N et construisons les ensembles Z,
Q, R et C, respectivernent ensemble des entiers relatifs, ensemble des nombres rationnels,
ensemble des nombres réels et ensemble des nombres complexes. Chemin faisant, nous
introduisons les structures algébriques fondamentales que sont les monoides, les groupes,
les anneaux et les corps, ainsi que la notion moderne de catégories, qui vise & unifier des
constructions et définitions données dans des branches diverses des mathématiques. Nous
étudions I'arithmétique de Z et de Q). Finalement, une note historique détaillée introduit
aux problémes qui sont sans doule a ’origine des théories algébrique et analytique des
nombres, comme les problemes anciens de constructions 2 la régle et au compas, les
équations de Fermat et le probléme des nombres congruents.

Dans le second chapitre, nous “manipulons™ les nombres premiers, un peu comme un
physicien expérimente en laboratoire pour tirer des conjectures. C’est ce qui nous ¢onduit



BIBLIOTHEQUE DU CERIST

vi Avant-propos

a étudier la répartition des nombres premiers et & développer les outils que sont les fonc-
tions arithmétiques, notamment la fonction Zéta de Riemann et le produit de convolution
de ces fonctions.

Les troisi¢me et quatri¢me chapitres portent respectivement les titres de Bases de I'Al-
gebre et Bases de I’Arithmétique, méme si dans la pratique il est impossible de séparer al-
gebre, arithmétique et méme analyse. Le troisiéme chapitre comporte grosso-modo quatre
parties. La premiere traite de la théorie des groupes, des groupes quotients, des théorémes
d’isomorphisme et d’un critére de cyclicité des groupes finis. La deuxiéme partie traite
des anneaux commutatifs, du spectre, des anneaux quotients, des anneaux de fractions, de
la structure des groupes des unités des anneaux quotients de Z et du Théordme chinois.
La troisiéme partie s’occupe des anneaux de polyndmes a une ou plusicurs variables, des
polyndémes homogencs et symétriques, et des applications a la géométrie algébrique. La
quatriéme partie traite des modules, des modules et anneaux noethériens. Nous y démon-
trons le théoreme de la base de Hilbert qui dit que si un anneau A est neethérien, il en
est de méme de I'anneau A[X|. Pour cela, nous utilisons la notion de bases de Grobner,
convenablement étendue.

Dans le quairiéme chapitre, nous comparons entre elles les propri€tés d’un anneau d’étre
euclidien, principal ou factoriel et introduisons la notion de dimension. La caractérisa-
tion des entiers qui sont la somme de deux carrés nous conduit a étudier 1'anneau Z[i]
des entiers de Gauss, 4 démontrer sa {actorialité, ainsi qu’a étudicr le comportement des
nombres premiers de Z dans Z[¢, problémes que nous rencontrerons dans les anneaux des
entiers algébriques des corps de nombres. De ces problémes, nous sommes tout naturelle-
ment amenés a étudier les symboles de Legendre-Jacobi, la loi de réciprocité quadratique
¢t la détermination des racincs carrécs d'un nombre modulo un nombre premier. Nous
démontrons finalement que tout entier positif est la sornme de quatre carrés.

Le chapitre 5 s’ occupe de la structure des modules de type fini sur les anneaux principaux.
Nous y démontrons le théoréme de la base adaptée par deux méthodes, ’une abstraite
utilisant ’axiome de choix et 'autre constructive utilisant la réduction des matrices a
certaines formes désignées, a 1’aide des opérations dites ¢iémentaires. Nous obtenons,
comme applications, la structarc des groupes abéliens de type fini et la réduction dcs
matrices a la forme dec Jordan (entre autres).

Dans le chapitre 6, nous jetons les fondations de la procédure consistant & adjoindre un
élément satisfaisant une équation algébrique. Nous obtenons la classification des éléments
d’une extension d’un corps en éléments algébriques ct transcendants, et la classification
des premiers par leur degré. Nous prouvons également I’ cxistence des clOtures algébriques
et intégrales, et le théoréme de 1’élément primitif. Enfin, nous appliquons ces résultats
généraux a ["étude des corps finis et a la factorisation des polyndmes sur ces corps.

Ces résultats sont exploités dans le chapitre 7 pour caractériser les points du plan com-
plexe qui sont constructibles a la régle el au compas a partir du réseau des points entiers.
Nous en déduisons 1'impossibilité des problémes anciens : la duplication du cube, la tri-
section d’un angle et la quadraturc du cercle.

Le chapitrc 8 comporte deux parties. La premicre traite de la théorie de la cryptographie
a clés publiques et dc la signature numériquc, a travers les deux systemes RSA et d’ElGa-
mal. Ces systémes nous conduisent a discuter le probléme de la factorisation des grands
entiers ¢t celui du logarithme discret. La deuxigme partie s’occupe des tests de primalité
et spécialement du test de Lucas-Lehmer, bien adapté aux nombres de Mersenne, et du
test commercial de Miller-Rabin.

Le chapitre 9 est une introduction a la théorie des approximations d’un nombre algé-
brique par les nombres rationnels. Une bonne moitié€ de ce chapitre détaille la théornie des
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fractions continues et des nombres dont la fraction continue est périodique. Ce qui nous
permet de résoudre les équations de Pell-Fermat z* — dy* = +N. La deuxiéme moitié
s’occupe de I'inégalité de Liouville, des nombres transcendants de Liouville et des équa-
tions de Thue. Nous calculons finalement la fraction continue de la base de I’exponentielle
et démontrons la transcendance de ce nombre.

Dans le chapitre 10, nous étudions les corps quadratiques, ¢’est-a-dire les sous-corps de
C, de degré 2 sur Q. Nous introduisons les notions de trace et norme algébrique, et ca-
ractérisons les entiers d, sans facteur carré, tels que 1’anneau des entiers algébriques soit
euclidien pour la nomme algébrique. Nous nous servons des résultats du chapitre 9 pour
I’étude des éléments inversibles de ces anneaux et donnons des applications aux équations
de Fermat.

Dans le chapitre 11, nous esquissons la preuve du théoreme de Schneider qui ditque si &
est un nombre complexe différentde O, 1 et -1, alors « et e® ne sont pas algébriques en
méme temps. Cette preuve est une combinaison passionnante d’arguments analytiques et
algébriques. Nous obtenons comme corollaire que les nombres e et = sont transcendants.
Pour finir, nous consacrons une premiére annexe a un exposé sur la théorie naive des
ensembles : ensembles finis et infinis, cardinaux et ordinaux. Nous examinons quelques
formes de I’axiome de choix dans la théorie axiomatique de Zermelo-Fraenkel. Les suites
de Goodstein nous fournissent un exermple d’un énoncé de I'arithmétique de Peano-
Dedekind, qui ne peut pas étre démontré sans recourir a 'infini. Dans une deuxie¢me
annexe, nous étudions les valuations sur un corps et trouvons toutes les valuations sur le
corps des nombres rationnels.

Introduction au second tome

Dans ce second tome, nous commengons par des compléments sur la théorie des groupes
et celle des anneaux de polyndmes. Ainsi, nous ¢tudions les groupes d’opérateurs avec
des applications aux groupes symétriques et groupes linéaires. Nous définissons aussi le
résultant de deux polyndmes et appliquons cette notion a la théorie de 1'élimination en
géométrie algébrique. Nous sommes alors armés pour attaquer la théorie de Galois et
la caractérisation des équations résolubles par radicaux, auxquelles nous consacrons deux
gros chapitres. Nous nous intéressons au probléme du ¢alcul pratique du groupe de Galois
et aux algorithmes donnés dans le logiciel Maple. Le chapitre suivant traite des corps de
nombres, des extensions cyclotomiques et de leurs anncaux d’entiers. Nous consacrons
enfin un gros chapitre a la théorie des codes correcteurs d’erreurs : codes linéaires, codes
cycliques et codes géométriques.
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