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Presentation de la Collection 

Mathematiques pour le deuxh!me cycle 

Depuis 1997, cette collection se propose de mettre it la disposition des etudiants 
de licence et de maftrise de math6matiques des ouvrages couvrant l'essentiel des 
programmes actuels des universites fraIll;:aises. Certains de ces ouvrages pourront 
etre utiles aussi aux etudiants qui preparent, le CAPES ou I'agn§gation, ainsi qu'aux 
eleves des grandes ecoles. 

Nous avoIlS voulu rendre ces livres accessibles it tous : les sujcts traites sont 
preBentes de maniere simple et progressive, tout en respectant scrupuleusement 
la rigueur mathematique. Cl18que volume comporte un expose du cours aVllC des 
demonstrations detaillees de tous lea resultats essentiels, des enonces d'exercices 
et leurs solutions. 

L 'Algebre et la Theorie des NombreB ont une place priviJegiee en mathematiques : 
ces theories, proches de fondernents, etudient des objets et des operations 
qui apparaissent, sous des realisations diverses, dans toutes les branches des 
mathcmatiques. lv/onsieur Sabah Al Fakir leur consacre un ouvrage en deux tomes, 
dans lequel il a su placer sa tres grande experience de l'enseignernent. Il a mis 
l'accent sur lea mcthodes eifectives, qui permettent la construction explicite des 
objets dont on prouve l'existence. Certaines applications pratiques importantes, 
notarnment it la cryptographie et aux codes correcteurs d'erreurs, sont cgalement 
pnlsentees. Nul doute que cet ouvrage, que nous 80rnmes heureux d'acuei11ir dans 
notre collection, rendra de grands services tant aux etudiants qu 'aux chercheurs. 

Charles-Michel Marle Philippe Pilibossian 
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Avant-propos 

Cc livre est issu de plusieurs annees d' enseignement des modules d' Algebre et de Theorie 
des nombres en Licence et Maitrise it l'Universite Scientifique de Lille. Il est destine aux 
etudiants du second cycle, ainsi qu'aux candidats aux coneours du Capes et de l' Agrega­
tion. Des imperatifs de volume ont impose de le diviser en deux tomes, le premier elant 
piu tot destine aux etudiants en Licence et Capes et le second it ceux de la Maitrise et aux 
agregatifs. ". 
La tendance actuelle, qui rejoint les preoccupations des mathematiciens du XVlIIeme 
et XlXeme siec1e est de se soucier du caractere effectif ou constructif des resultats et 
methodes, par exemple de ne pas se contenter de prouver l'existence d'un ob jet mais 
aussi de l'exhiberquand c'est possible. 
Cctte politique a un cout qui se me sure en approfondissement notable des theories, les 
algorithmes de calcul pratique etant souvent issus de resultats profonds. 
Nous avons I' avantage par rapport aux prectecesseurs de disposer de logiciels de caleul 
formel perforrnants. Nous avons privilegie le logiciel Maple, plus accessible que Ma­
thematica ou Pari. Ainsi, en fin de chapitre, nous signalons des commandes Maple qui 
realisent des caleuls et algorithmes expliques dans le chapitre. 
Ce livre traite en majeure partie de la theorie algebrique des nombres et de ses applications 
a la cryptographie et au codage correcteur d'erreurs. Nous n'avons cependant pas resiste 
au plaisir d'introduire le lecteur it la beaute des methodes analytiques et transcendantes. 
Notre methode a ete d'aller du particulier au general. Ainsi, la manipulation des entiers 
et les problemes qui en resultent ou qui sont legues par les anciens motivent les struc­
tures introduites. Par exemple, la caracterisation des entiers qui sont la somme de deux 
cam<;s conduit a I'adjonction du nombre i a Z, les Cquations de Ferrnat, a i'adjonction des 
racines de I'unite. La generalisation de cette methode aboutit a la theorie des extensions 
algebriques et aux anneaux d'entiers algebriques. 
Les solutions des exercices proposes en fin de chapitre sont reportees a la fin de chaque 
tome. Nous recommandons aux etudiants de consacrer un temps suffisant a la resolution 
personnclle de ces exercices. 

Introduction au tome premier 

Le premier chapitre pone en exergue la phrase fameuse de Kronecker « Dieu crea les 
entiers naturels; tout le reste est 1'(J!uvre de l'homme ». Dans ce chapitre, nous voulons 
prouver lajustesse de cette phrase. A partir d'un ensemble N satisfaisant les axiomes de 
Peano-Dedekind, nous detinissons les operations sur N et construisons les ensembles Z, 
IQ, llt et C, respectivement ensemble des entiers relatifs, ensemble des nombres rationnels, 
ensemble des nombres reels et ensemble des nombres complexes. Chemin faisant, nous 
introduisons les structures a1gebriques fondamentales que sont les monoides, les groupes, 
les anneaux et les corps, ainsi que la notion modeme de categories, qui vise a unitier des 
constructions et definitions donnees dans des branches diverses des rnathematiques. Nous 
etudions I' arithm6tique de Z et de IQ. Finalement, une note historique d6taillee introduit 
aux problemes qui sont sans doute a I' origine des theories algebrique et analytique des 
nombres, comme les problemes anciens de constructions a la regIe et au compas, Ies 
Cquations de Ferrnat et le probleme des nombres congruents. 
Dans le second chapitre, nous "manipulons" les nombres premiers, un peu comme un 
physicien experimente en laboratoire pour tirer des conjectures. C' est ce qui nous conduit 
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vi 

a etudier la repartition des nombres premiers et a dcvelopper les outils que sont les fonc­
tions arithmetiques, notamment la fonction zeta de Riemann et le produit de convolution 
de ces [onctions. 
Les troisieme et quatrieme chapitres portent respectivement les titres de Bases de tAI­
gebre et Bases de /'Arithmetique, meme si dans la pratique il est impossible de separer al­
gebre, arithmetique et meme analyse. Le troisieme chapitre comporte grosso-modo quatre 
parties. La premiere traite de la throrie des groupes, des groupes quotients, des throremes 
d'isomorphisme et d'un critere de cyclicite des groupes linis. La deuxieme panie traite 
des anneaux commutatifs, du spectre, des anneaux quotients, des anneaux de fractions, de 
la structure des groupes des unites des anneaux quotients de Z el du Thcoreme chinois. 
La troisieme partie s'occupe des anneaux de polynomes a une ou plusieurs variables, des 
polynomes homogenes et symetriques, et des applications a la geomctrie algebrique. La 
quatrieme partie traite des modules, des modules et anneaux n<rthcriens. Nous y demon­
trons le theoreme de la base de Hilbert qui dit que si un anneau A est nrethcrien, il en 
est de meme de I' anneau A[ Xl. Pour cela, nous utilisons la notion de bases de Grobner, 
convenablement ctendue. 
Dans le quatrieme chapitre, nous comparons entre elles les proprietcs d'un anneau d'etre 
eucIidien, principal ou factoriel et introduisons la notion de dimension. La caracterisa­
tion des entiers qui sont la somme de deux carres nous conduit a etudier l' anneau Z[I] 
des en tiers de Gauss, a dcmontrer sa faetorialite, ainsi qu' a etudier le comportement des 
nombres premiers de Z dans Z[l], problemes que nous renconlrCrons dans les anneaux des 
entiers algebriques des corps de nombres. De ces problemes, nous sommes tout naturelle­
ment amenes a etudier les symboles de Legendre-Jacobi, la loi de reciprocite quadratique 
et la determination des racines carrees d'un nombre modulo un nombre premier. Nous 
demontrons finalement que tout en tier positif est la somme de quatre carres. 
Le chapitre 5 s' occupe de la structure des modules de type fini sur les anneaux principaux. 
Nous y demontrons le thcorcme de la base adaptee par deux mcthodes, I'une abstraite 
utilisant l'axiome de choix et I'autre constructive utilisant la rcduction des matrices a 
certaines formes designees, a l'aide des operations dites clementaires. Nous obtenons, 
comme applications, la structure des groupes abeliens de type fini et la reduction des 
matrices a la forme de Jordan (entre autres). 
Dans le chapitre 6, nous jetons les fondations de la procedure consistant it adjoindre un 
element satisfaisant une equation a1gebrique. Nous obtenons la classification des elements 
d'une extension d'un corps en elements algebriques et transcendant~, et la classification 
des premiers par Ieurdegre. Nous prouvons egalementl'existence des c10tures algebriques 
et integrales, et le thcoreme de I' clement primitif. Enfin, nous appliquons ces resultats 
generaux a I' etude des corps finis et a la factorisation des polynomes sur ces corps. 
Ccs resultats sont exploites dans le chapitre 7 pour caracteriser les points du plan com­
plexe qui sont constructibIes a la regie et au compas a partir du reseau des points enliers . 
.Nous en deduisons !'impossibilite des problemes anciens: la duplication du cube, la tri­
section d'un angle et la quadrature du cercle. 
Le chapitre 8 comporte deux parties. La premiere traite de la thcorie de la cryptographie 
a cles publiques et de la signature numerique, a travers les deux systcmes RSA et d'EIGa­
mal. Ces systCmcs nous conduisent a discuter le probleme de la factorisation des grands 
entiers et eclui du logarithme discreL La deuxieme panie s' occupe des tests de primalite 
et specialcment du test de Lucas-Lehmer, bien adaptc aux nombres de Mersenne, et du 
test commercial de Miller-Rabin. 
Le chapitre 9 est une introduction a la theorie des approximations d'un nombre algc­
brique par les nombres rationnels. Une bonne moitie de ce chapitre de taille la theorie des 
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tions arithmetiques, notamment la fonction zeta de Riemann et le produit de convolution 
de ces [onctions. 
Les troisieme et quatrieme chapitres portent respectivement les titres de Bases de tAI­
gebre et Bases de /'Arithmetique, meme si dans la pratique il est impossible de separer al­
gebre, arithmetique et meme analyse. Le troisieme chapitre comporte grosso-modo quatre 
parties. La premiere traite de la throrie des groupes, des groupes quotients, des throremes 
d'isomorphisme et d'un critere de cyclicite des groupes linis. La deuxieme panie traite 
des anneaux commutatifs, du spectre, des anneaux quotients, des anneaux de fractions, de 
la structure des groupes des unites des anneaux quotients de Z el du Thcoreme chinois. 
La troisieme partie s'occupe des anneaux de polynomes a une ou plusieurs variables, des 
polynomes homogenes et symetriques, et des applications a la geomctrie algebrique. La 
quatrieme partie traite des modules, des modules et anneaux n<rthcriens. Nous y demon­
trons le theoreme de la base de Hilbert qui dit que si un anneau A est nrethcrien, il en 
est de meme de I' anneau A[ Xl. Pour cela, nous utilisons la notion de bases de Grobner, 
convenablement ctendue. 
Dans le quatrieme chapitre, nous comparons entre elles les proprietcs d'un anneau d'etre 
eucIidien, principal ou factoriel et introduisons la notion de dimension. La caracterisa­
tion des entiers qui sont la somme de deux carres nous conduit a etudier l' anneau Z[I] 
des en tiers de Gauss, a dcmontrer sa faetorialite, ainsi qu' a etudier le comportement des 
nombres premiers de Z dans Z[l], problemes que nous renconlrCrons dans les anneaux des 
entiers algebriques des corps de nombres. De ces problemes, nous sommes tout naturelle­
ment amenes a etudier les symboles de Legendre-Jacobi, la loi de reciprocite quadratique 
et la determination des racines carrees d'un nombre modulo un nombre premier. Nous 
demontrons finalement que tout en tier positif est la somme de quatre carres. 
Le chapitre 5 s' occupe de la structure des modules de type fini sur les anneaux principaux. 
Nous y demontrons le thcorcme de la base adaptee par deux mcthodes, I'une abstraite 
utilisant l'axiome de choix et I'autre constructive utilisant la rcduction des matrices a 
certaines formes designees, a l'aide des operations dites clementaires. Nous obtenons, 
comme applications, la structure des groupes abeliens de type fini et la reduction des 
matrices a la forme de Jordan (entre autres). 
Dans le chapitre 6, nous jetons les fondations de la procedure consistant it adjoindre un 
element satisfaisant une equation a1gebrique. Nous obtenons la classification des elements 
d'une extension d'un corps en elements algebriques et transcendant~, et la classification 
des premiers par Ieurdegre. Nous prouvons egalementl'existence des c10tures algebriques 
et integrales, et le thcoreme de I' clement primitif. Enfin, nous appliquons ces resultats 
generaux a I' etude des corps finis et a la factorisation des polynomes sur ces corps. 
Ccs resultats sont exploites dans le chapitre 7 pour caracteriser les points du plan com­
plexe qui sont constructibIes a la regie et au compas a partir du reseau des points enliers . 
.Nous en deduisons !'impossibilite des problemes anciens: la duplication du cube, la tri­
section d'un angle et la quadrature du cercle. 
Le chapitre 8 comporte deux parties. La premiere traite de la thcorie de la cryptographie 
a cles publiques et de la signature numerique, a travers les deux systcmes RSA et d'EIGa­
mal. Ces systCmcs nous conduisent a discuter le probleme de la factorisation des grands 
entiers et eclui du logarithme discreL La deuxieme panie s' occupe des tests de primalite 
et specialcment du test de Lucas-Lehmer, bien adaptc aux nombres de Mersenne, et du 
test commercial de Miller-Rabin. 
Le chapitre 9 est une introduction a la theorie des approximations d'un nombre algc­
brique par les nombres rationnels. Une bonne moitie de ce chapitre de taille la theorie des 



B
IB

LI
O

TH
E

Q
U

E
  D

U
  C

E
R

IS
T

vii 

fractions continues et des nombres dont la fraction continue est periodique. Ce qui nous 
permet de resoudre les equations de Pell-Fermat - dy2 = ±N. La deuxieme moitie 
s'occupe de l'inegalite de Liouville, des nombres transcendants de Liouville et des equa­
tions de Thue. Nous calculons finalement la fraction continue de la base de I 'exponentielle 
et demontrons la transcendance de ce nombre. 
Dans le chapitre 10, nous etudions les corps quadratiques, c'est·a-dire les sous-corps de 
C, de degre 2 sur Q. Nous introduisons les notions de trace et norme algebrique, et ca­
racterisons les entiers d, sans facteur carre, tels que I'anneau des entiers algebriques soit 
euc1idien pour la norme algebrique. Nous nous servons des resultats du chapitre 9 pour 
I' etude des elements inversibles de ces anneaux et donnons des applications aux equations 
de Fermat. 
Dans le chapitre 11, nous esquissons la preuve du theoreme de Schneider qui dit que si a 
est un nombre complexe different de 0, 1 et 1, alors (} et e" ne sont pas algebriques en 
meme temps. Cette preuve est une combinaison passionnante d'arguments analytiques et 
algebriques. Nous obtenons comme corollaire que les nombres e et rr sont transcendants. 
Pour finir, nous consacrons une premiere annexe a un expose sur la theorie naive des 
ensembles: ensembles finis et infinis. cardinaux et ordinaux. Nous examinons quelques 
formes de I' axiome de choix dans la throrie axiomatique de Zermelo-Fraenkel. Les suites 
de Goodstein no us foumissent un exemple d'un enonce de I'arithmetique de Peano­
Dedekind, qui ne peut pas etre demontre sans recourir a I'infini. Dans une deuxieme 
annexe, nous etudions les valuations sur un corps et trouvons toutes les valuations sur le 
corps des nombres rationnels. 

Introduction au second tome 

Dans ce second tome, nous commen,<ons par des complements sur la theorie des groupes 
et celle des anneaux de polynomes. Ainsi, nous etudions les groupes d'operateurs avec 
des applications aux groupes symetriques et groupes lineaires. Nous definissons aussi le 
resultant de deux polynomes et appliquons cette notion ala theorie de I'elimination en 
geometrie algebrique. Nous sommes alors armes pour attaquer la theorie de Galois et 
la caracterisation des equations resolubles par radicaux, auxquelIes nous consacrons deux 
gros chapitres. Nous nous interessons au probleme du calcul pratique du groupe de Galois 
et aux algorithmes donnes dans le logiciel Maple. Le chapitre suivant traite des corps de 
nombres, des extensions cyclotomiques et de leurs anneaux d'entiers. Nous consacrons 
entin un gros chapitre a la theorie des codes correcteurs d' erreurs : codes Iineaires, codes 
cycliques et codes geometriques, 
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